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1. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice 1.1. Soit (5) le systéme suivant, d’inconnues z, y réelles :
(S) : (z-1)(y—2)=0 (E1)
(z—2)y=0 (E2)

(1) Déterminer ensemble des solutions de chacune des équations (E), (E2) ainsi

que celui du systéme (.5).

(2) Représenter graphiquement les résultats obtenus dans la question (1).
Exercice 1.2. Soient f et g des applications de R dans R telles que f(z) =3z +1
et g(z) = 2% — 1.

(1) Calculer fogetgo f.

(2) A-t-on fog=go f?

Exercice 1.3. Soit f 'application de R dans R telle que f(z) = 2%+ 1. En partant
du graphe de x — 22, tracer le graphe de f et déterminer les ensembles suivants :

(1) f([=3,=1]); (2) f([=2,1));

@) f([=3, —1J U [=2,1]); () f([=3, =1 N [=2,1]);
(5) f~1(]—o00, 2]); (6) f7H([L, +o0);

(7) £~ (=00, 2] U1, +00]); (8) f7H (=00, 2] N [1, +00)).

Exercice 1.4. Donner des exemples d’applications de R dans R injectives et non
surjectives, puis surjectives et non injectives.

Exercice 1.5. Soit f : R — R définie par f(z) = 23 — x. f est-elle injective ?
surjective ? Déterminer f~1([—1,1]) et f(]0, +o0]).

Exercice 1.6. Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ? bijec-
tives ?

7z — 7 7Z — Z
(1) fl n — 2n 9 (2) f2 . n — -n )
R - R R = [0,40o0]
(3) fs x = x?’ @) fa - x = 22 ’
Exercice 1.7. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijec-
tives ?
N — N Z — Z
(1)f1 n — n4+1"’ (2)f2 n — n+1"’
: ; 4 : 1.
® 5 (z,y) = (z+yz—y)’ @) 1 z = ii—l
2
Exercice 1.8. Soit f: R — R définie par f(z) = =
1+ 22

(1) f est-elle injective ? surjective ?
(2) Montrer que f(R) =[-1,1].



(3) Montrer que la restriction g : [-1,1] — [-1,1], x — g(x) = f(z) est une
bijection.
(4) En anticipant sur les chapitres 8 et 9, retrouver ce résultat en étudiant les
variations de f.
Exercice 1.9. Soit F un ensemble non vide. Si A est une partie de E, on appelle
fonction caractéristique de A, notée x 4, 'application définie de F dans R par :
0 st xz¢A
XA(x)_{l si zed
(1) (a) Si f = xa avec A C E, vérifier que A = f~1({1}).
(b) Soit f : E — R. Démontrer qu’il existe A C F vérifiant f = x4 si et
seulement si f(E) C {0,1}, cad : f ne prend que des valeurs dans {0, 1}.

(2) Soient A et B deux parties de E, et notons f = x4 et g = xp. Montrer que
les fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que ’on
déterminera :

1—f; fg; f+g9—Tfg

Exercice 1.10. Soit E un ensemble et notons F(FE, {0,1}) ’ensemble des applica-
tions de F vers {0, 1}. Montrer que I'application ® définie par :

P(E) — F(E,{0,1})

‘ID:A —~ xa

est bijective, ol x4 désigne la fonction caractéristique de A ; voir I'exercice 1.9.

Exercice 1.11. En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que

Xn:(q)’“ (Z) = 0.

k=0
n
En déduire la valeur de .
> ()
0<2k<n
Exercice 1.12. Soit E un ensemble & n éléments et soit m un entier > 0. Quel est

le nombre d’éléments de E™ 7 Quel est le nombre de parties de E™ ?

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 1.13. Soient E et F' deux ensembles, f : E — F une application. Dé-
montrer les propriétés suivantes :

(1) VA, Be P(E), si A C B, alors f(A) C f(B);

(2) VA, B e P(E),ona f(ANB) C f(A)Nf(B);a-t-on f(A)Nf(B) C f(ANB)?

(3) VA, Be P(E),ona f(AUB) = f(A)U f(B);

(4) VA, BE P(F),ona f~1{(AUB) = f~Y(A)U f~1(B);

(5) VA€ P(F),on a f~1(CrA) =Crf1(A).
Exercice 1.14. Soit f: F — F. Montrer que

(1) VB C F, f(f~1(B)) = Bn f(E).

(2) f est surjective ssi VB C F, f(f~*(B)) = B.

(3) f est injective ssi VA C E, f~1(f(4)) = A.



(4) f est bijective ssi VA C E, f(CpA) = Cpf(A).

Exercice 1.15. On considére quatre ensembles A, B,C et D et des applications
f:A—=B,g: B—C, h:C— D. Montrer que :

(g of et hog sont bijectives ) = (f7 g et h sont bijectives).

Exercice 1.16. Soit f : F — F. Montrer que les trois propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) f est injective.

(2) VA,BCE, f(ANB) = f(A) N f(B).

(3) VALBCE, ANnB=0= f(A) N f(B)=0.
Exercice 1.17. Soit E un ensemble et f une application de E dans I’ensemble P(E)
des parties de E. On note A 'ensemble des x € E vérifiant « ¢ f(z). Démontrer par

labsurde qu’il n’existe aucun zg € E tel que A = f(xg). En déduire qu’il n’existe
pas de bijection entre E et P(E).

Exercice 1.18. En utilisant la fonction z — (1 + )™, calculer :

S () () S ()

Exercice 1.19. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur les sites

http ://exol.emath.fr/ficpdf/fic00003. pdf
http ://exol.emath.fr/ficpdf/fic00005. pdf

2. NOMBRES ET SUITES REELS

Exercice 2.1. Aprés avoir précisé leur domaine de définition (de validité), résoudre
(dans R) les équations ou inéquations d’inconnue x suivantes :

1 2
1) 2 4)=3x-5 2) 222 +3x+4>0 3) - =
(2w+4)=30-5 (2207 +30+4> 6 =—
r+1 z—3 2 1 r—3 T+ 2
()x—2 z—1 ()x2—4 z—2 ()x—l 2¢ — 1

MV2Z-z=2 () LF3 _ =3 O)V5—a2—z=1

xr—3 x2-9

3—w z—1 r+1 x-1
>0 11) —— <0 12) —— .
2r—1 7~ ( )(3+x)(3—x)_ ( )x—1<x+1

(10)

Exercice 2.2. Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes. Pour chacune
de ces équations, on donnera I’ensemble des réels y pour lesquels I’équation admet
une solution.

x—l_
z+1

@ 2+vVe=y () Vitz=y (6) Vi+a?—z=y.

=y (2) —z*+22=y (3) y



Exercice 2.3. (1) Pour z € [1, 3], encadrer (c’est-a-dire majorer et minorer) les
expressions suivantes :

1 2r + 1 x?
2 b )
@ 77 (>—z+% ©) 7ot

(2) Pour z € [—1, 3], encadrer les expressions suivantes :
(@) lz] @) ]z +5 () 2® +1.
(3) Pour |z| <1, encadrer |z + 2|.
Exercice 2.4. (1) Résoudre 'équation | — 1| = 3 et les inéquations |x — 1| > 3,
|t — 1| <3et|z—1 <3.
(2) Si f(x) = |1 + 2|+ |z — 1] — 3, donner une expression de f ne faisant pas
intervenir la valeur absolue.
(3) Reésoudre, dans R, les équations ou inéquations suivantes ot m =3 ou 1 :
(@) |+ 1|+ |z =1 =m, O |le+1+]jz—1<m.
(4) En utilisant une inégalité triangulaire, démontrer que |z + 1| + [z — 1| > 2
pour tout nombre réel x.
(5) Interpréter le plus possible les résultats (1) — (4) ci-dessus en termes de la
distance entre des points sur la droite réelle R.
Exercice 2.5. (1) Si f(z) = |2® — 1| — 2|z + 1|, donner une expression de f ne
faisant pas intervenir la valeur absolue.
(2) Résoudre, dans R, les équations ou inéquations suivantes :
(a) |z —1] =2/ +1] =0, (b) |z* = 1] = 2jx+1] > 1.
Exercice 2.6. Soient A une partie non vide de R, et deux réels (m, M) € R2.
Ecrire avec des quantificateurs les propriétés suivantes :
(1) M est un majorant de A.
(2)
3)
()
(5) A n’est pas minoré.
(6)
(7)
(8)

m est un minorant de A.
M n’est pas un majorant de A.

A est majoré.

6
7
8

(9) 0 est la borne inférieure de A.

A est borné.
A n’est pas borné.

1 est la borne supérieure de A.

Exercice 2.7. Déterminer, quand ils existent, un majorant, un minorant, la borne
supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément des
ensembles suivants :
(1) L’ensemble N des entiers positifs ou nuls.
(2) L’ensemble [0,1] N Q@ des nombres rationnels compris entre 0 et 1 (0 et 1
inclus).
(3) L’ensemble ]0, 1[NQ des nombres rationnels strictement compris entre 0 et 1
(0 et 1 non inclus).



ot

S

n—
n+
ou n décrit I’ensemble des entiers strictement positifs. Cet ensemble sera noté E.

- . 3 4 15 12 35 24 63
(1) Vérifier que E contient 0, ¢, £, 15, 15, 59> 55> g5 -

(2) Vérifier que E est inclus dans l'intervalle [0, 1].

Exercice 2.8. On considére ’ensemble des nombres rationnels de la forme

S

(3) Répondre aux questions suivantes, en justifiant vos réponses, :
(
(

(c¢) L’ensemble E a-t-il un plus petit élément ?

a) L’ensemble E est-il majoré ?
b) L’ensemble E est-il minoré ?

(d) L’ensemble E a-t-il un plus grand élément ?

Exercice 2.9. Déterminer (s’ils existent) les majorants, les minorants, la borne
supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément des
ensembles suivants :

A =10,5]NQ, Ay =]0,5[NQ,

1 1
A3—{1+;n€N*}, A4—{(1)"+;n€N*}.

n n

Exercice 2.10. Soient A et B deux parties bornées et non vides de R. Etablir les
assertions suivantes :

(1) Si A C B, alors sup A <sup B et inf A > inf B.
(2) sup(A U B) = max(sup A, sup B).
(3) sup(—A) =—infA, ot —A={—-a; a € A}.
(4) sup(A+ B) =supA+supB,on A+ B={a+b; a€ Abe< B}.
Exercice 2.11. (1) Montrer que les suites u,, = n? +n et v, = n® — 1 sont
strictement croissantes.

(2) Montrer que la suite u,, = —n? 4+ n est strictement décroissante.

Exercice 2.12. (1) Etudier la monotonie des suites définies ci-dessous :

2’ﬂ
(@) up, =vn+3 (b) up, =2"—n (c)un:m
n? 1
= — " = 2 —_— .
d) up, p— (e) up "
(2) Démontrer que les suites suivantes sont bornées :
14+ 3(-1)" 3n+1
n=—"=" b) up =5

(a) u n (b) u cos(nm) + o
© 2sin?(n) — 1 () Vn+1—+vn—1
€) Up = ————— Uy = .
2 — cos(2n) vn+1l4++yn—-1

Exercice 2.13. On considére la suite (uy,)n>0 définie par u,, = In(n + 2) — In(n).
(1) Trouver le plus entier ng tel que n > ng = |u,| < 1073.
(2) Soit € > 0. Trouver le plus entier ng tel que n > ny = |u,| <e.

(3) Que peut-on en conclure sur la suite (uy)n>0 ?
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Exercice 2.14. On considére la suite (uy,),>o définie par u, = e?"~1.

(1) Trouver le plus entier ng tel que n > ng = u, > 107.
(2) Soit A > 0. Trouver le plus entier ng tel que n > ny = u, > A.

(3) Que peut-on en conclure sur la suite (uy)n>0 ?

Exercice 2.15. Montrer, en utilisant la définition de la convergence d’une suite,
n+1

ue la suite (u , définie par u,, = ——,
q ( n)nEO p mn 2n+1

converge vers —.

Exercice 2.16. Montrer que si lim,,_, 1 o u, = £ avec £ > 0, alors il existe un entier
ng tel que n > ng = un>§>0.

Exercice 2.17. Trouver les limites des suites
2n—3 nd4+n2-—1

D u, = 2)uy,

(1w 5n + 1 (2)u

3 2
5n3 +2n+1 (3) u " " (4)u n

Exercice 2.18. Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer si la suite (u,,) converge
ou diverge. Déterminer sa limite dans le cas ol elle converge.

n? n?+1 1+(-1)"
1 = — 2 =1 -1)" =
(1) up ntl " (2) un +(=1) (3) un "
(4) un = cos (n77r) (5) up =n=H" (6) up, = 2%
Exercice 2.19. Calculer les limites suivantes :
ont+3n2 41 1\"
W)t @ -n?) @) L @) (5) @

(4) lim (Vatl—vm) (5 lim sin <1) ©) lm — =D

n—-+o0o n—-+00 n

0t ol H L) (8) T nsin (+)

n—-+oo n—-+oo

. n — cos(n) . 1 1
) fm —— (10 Hm OF (n - ”)

Exercice 2.20. (1) Soit (up)n>0 une suite telle qu’il existe 0 < k < 1 tel que
pour tout n > 0, on a |upt1| < k|uy|. Montrer que lim u, = 0.
n—-+oo
(2) Soit (u,) une suite telle que ug > 0 et il existe k > 1 tel que uy41 > ku, >0
pour tout n > 0. Montrer que h&l Up = +00.
n—-+0oo
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Exercice 2.21. (1) Soit (u,) une suite telle que lim,,_, o, “2= = £ avec || < 1.

u
Montrer que lim wu, =0.
n—-+oo

(2) Que peut-on dire si |[¢| =1o0u > 17

(3) Etudier les suites suivantes selon la valeur de z :
:L.TL n

(1) up =na” (i) u, = el (#i1) up, = T

Exercice 2.22. Soit (u,) une suite réelle.

a) Montrer que si les suites extraites (ug,) et (ug,+1) sont convergentes et ont méme
limite, alors (u,) est convergente.

b) En déduire qui si (u,) est une suite réelle telle que les suites extraites (ugy,),
(uan+1) et (us,) sont convergentes, alors (u,) est convergente.

Exercice 2.23. En justifiant votre réponse, dire si les énoncés suivants sont vrais
ou faux :

(1) Si une suite est croissante et minorée, alors elle est convergente.

(2) Si une suite est non majorée, alors elle tend vers +oo.

(3) Si une suite a termes positifs tend vers 0, alors elle est décroissante a partir
d’un certain rang.

(4) Siune suite d’entiers converge, alors elle est stationnaire a partir d’un certain
rang.

(5) Siune suite prend un nombre fini de valeurs, alors elle converge si et seulement
si elle est stationnaire & partir d’un certain rang.

(6) Une suite est convergente si et seulement si elle est bornée.

(7) 1l existe une suite (u,) divergente telle que (u,+1 — u,) tend vers 0.

Exercice 2.24. On souhaite étudier la suite (uy,),>1 définie par

1 n
un=<1+n> ; n>1,

sans rien savoir a priori sur I’exponentielle et le logarithme.
(1) Montrer que pour tout k > 3, on a ﬁ < %
(2) En déduire que

n+1\" _ 2n+2 2n+2 2n+2 2n+2 2n+2 2n+2
n o 2n 2n 2n 2n 2n 2n
2n+2 2n+1 2n 2n—1 n+5 n+4 n+3

o -1 2m—2 2n—3 n+3 n+2 n+l
(3) En déduire que pour tout n > 1, on a
2n+2)(2n+1)
S T ) 1)

puis que (up)n>1 est majorée par 4.

(4) Montrer que (uy)n>1 est croissante si et seulement si, pour tout n > 2, on a

(D 1i<<17112>n.



(5) En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que

(1—;2 n_<1_1>:(n;2_§:32+ ...... ‘*‘(—1)”%.

n

(6) Montrer que n?(;) > (%7:_1) pour tout 1 < k < E(n/2).
(7) En déduire que (I) est vérifiée et donc que (uy)n>1 est croissante.
(8) Conclure que (uy,),>1 converge vers un réel £ € [2,4].

Remarquons qu’on peut définir le nombre e comme la limite de cette suite. Dans
ce cours, on introduira la fonction exponentielle comme la fonction réciproque du
logarithme (lui méme défini comme la primitive de la fonction x —— 1/x sur |0, +-00[
qui s’annule en 1.) On montrera alors (voir chapitre 7) que lim,,—, o0 U, = €.

Exercice 2.25. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. On définit deux suites (u,,) et
(vn,) par récurrence en posant ug = a, vg = b et, pour tout n € N,

Uy + U

Un+1 = /UnUn, Un+1 = 2

(1) Montrer que 0 < u,, < v, pour tout n € N.
(2) En déduire que les suites (u,,) et (v,) sont monotones.

(3) Montrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent vers une méme limite (appelée
moyenne arithmético-géométrique de a et b).

n
1
Exercice 2.26. Pour tout n € N*, on pose H,, = Z T On appelle (H,,) la série

harmonique.
(1) Montrer que Hs,, — H,, > % pour tout n € N*.
(2) En déduire que la suite (H,,) vérifie nh_)rrgo H, = 400 (résultat de Nicole
Oresme, 1360).

Exercice 2.27. Soit (u,) une suite réelle décroissante qui converge vers 0. Pour
n
tout n € N, on pose S,, = Z(—l)kuk. On appelle la suite (S,,) une série alternée.
k=0
(1) Montrer que u, > 0 pour tout n € N.
(2) Montrer que les suites extraites (Sa,,) et (S2,+1) sont adjacentes.

(3) En déduire que la suite (S,,) est convergente.

Exercice 2.28. Pour n € N*, on définit la fonction f,, sur [0, 4o00[ par :
fo(z) = 2™ 4+ 922 — 4

(1) Montrer que I'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution strictement
positive, qu’on notera u,,. Calculer u; et us.
2
(2) Vérifier que : Vn € N*,  w,, €]0; §[
(3) Montrer que pour tout z €]0;1[, on a: fuy1(x) < fn(x). En déduire le signe
de f(un41) puis la monotonie de (uy).

(4) Montrer que la suite (u,,) est convergente. Déterminer sa limite £ en étudiant
la limite de (ul).



EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 2.29. Soit A, B C R non vides telles que pour tout a € A et tout b € B,
on a a < b. Montrer que A est majorée, B est minorée et sup(A) < inf(B).

Exercice 2.30. Etudier les suites suivantes.
1+3+5+... 2n —1
(1) uy = +3+5+..+(2n—1)
1424+3+...4+n
Exercice 2.31.

(1) Soient a et b deux réels. Montrer que

1
(2) u, = $(1+4+...+n2).

maxa,b:}a—&—b—l—a—b et mina,bzla—i—b—a—b.
2 2

(2) En déduire que si (u,) et (v,) sont deux suites convergentes, alors les deux
suites (max(uy,,v,)) et (min(u,,v,)) sont convergentes. La réciproque est-elle
vraie ?

Exercice 2.32. Théoréeme de Césaro et application.

(1) Soit (u,) une suite réelle et soit £ € R. Pour tout n € N*, on pose U, =
n

1
— Zuk Montrer que si la suite (u,) converge vers ¢, alors la suite (Up,)

k=1
converge aussi vers £.

(2) Montrer que le résultat reste vrai si £ = +00 ou —o0.
(3) Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que lim Unt1 _ ¢, avec
n—00 Uy,
¢ € [0, +0o0]. Montrer que lim {/u, = £.
n—oo

n!
(4) En appliquant la question précédente avec u,, = —-, en déduire que
n

n n
nl ~ —.
+oo e
Exercice 2.33. Soient a; et b; (1 <i <n) des réels.

n
(1) Développer le polynome en A de la somme de n carrés Z()\|ai| + |bs|)? puis
i=1
calculer son discrimant.

(2) En justifiant votre réponse, donner le signe de ce discriminant.

(3) En déduire l'inégalité de Schwarz :

Zw )? Za 8.
i=1

(4) En utilisant 'inégalité de Schwarz, montrer que

n

> (lai] + [bi])? ( Za + Zb2>.

i=1

(Indication : on pourra développer 'inégalité & démontrer.)
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(5) En déduire l'inégalité de Minkowski :

(zn:|ai+bi|2)1/2§ zn:a§+ zn:bf.
i=1 =1 =1

Exercice 2.34. On rappelle qu’une partie A C R est dense dans R si pour tout
intervalle ouvert I =|a, b[ non vide, alors I N A # ().

(1) L’objectif de cette question est de montrer que A est dense dans R si et
seulement si pour tout « € R, il existe une suite (a,)n>0, an € A4, n > 0, telle
que a,, — x lorsque n — —+o00.

(a) Supposons dans un premier temps que, pour tout z € R, il existe une
suite (an)n>0, an € A, n > 0, telle que a,, — x lorsque n — +oo. Soit
I =]a, b[ un intervalle ouvert, a < b. En écrivant la définition de la limite
avec € = (b—a)/2 et x = (a + b)/2, montrer que AN I # (.

(b) Réciproquement, supposons que A est dense dans R et soit x € R. En
considérant les intervalles I, =]z — 1/n,z + 1/n[, n > 1, construire une
suite (ap)n>1, an € A, n > 1, telle que a,, — = lorsque n — +oo.
Conclure.

(2) Montrer que ’ensemble des rationnels dyadiques A = {2% |peZke N}

est dense dans R.

Indication : soit x € R. On pourra considérer la suite a, = E(2"z)/2",

n > 1, et essayer d’appliquer la question 1).

Exercice 2.35. On note D ’ensemble des nombres décimaux, i.e. ’ensemble des
rationnels de la forme % avecp € ZetneN.

(1) Montrer que I est dense dans R.
Indication : on pourra s’inspirer de la question 2) de l'exercice précédent.

(2) Les sous-ensembles suivants de R ont-ils une borne supérieure, un plus grand
élément, une borne inférieure, un plus petit élément ?
1 1
[0,3[, {0}u]L,2], DN [0,3} , { : neN*}, {reQ|2? <2}
n

Exercice 2.36. Soit A une partie de R non vide, majorée, et qui ne posséde pas
de plus grand élément. On note o = sup A. Montrer par 'absurde que, pour tout
e >0, ANja —¢,af est infini.

Exercice 2.37. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site
http ://exoT.emath.fr/fichtml/fic00009.pdf

3. LE CORPS DES COMPLEXES

Exercice 3.1. (1) Ecrire sous la forme algébrique a + b le nombre complexe de

module 2 et d’argument %

(2) Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :

(1+iV/3)8

1 -2 ) 14+iv3 1414
) ) , +/L\/>a +/L7 (1+Z)4
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Exercice 3.2. Mettre sous la forme algébrique a + b les complexes suivants :

3+ 6i 1+4i\? 346 2+5i  2-5i
3-4i° \2—i 340 1—i ' 144

Exercice 3.3. Soit z € C. Si |1 +iz| = |1 — iz|, montrer que z est un réel.

Exercice 3.4. Soit a,b € R et b non congru a 0 modulo 7 (i.e. b € R\{kw : k € Z}).
Calculer la partie réelle et imaginaire des nombres complexes

eza _"_ 1 t eza _ 1
1= —F—— € 2 = —F—.
et +1 et —1
Indication : on pourra au numérateur factoriser par e'/2 et au dénominateur par

ib/2.
) 1
Exercice 3.5. (1) Soit § € R et a = €. Exprimer a + — en fonction de cos 6.
a

1
(2) Soient @ € C et 6 € R tels que « + — = 2 cos 6.
e
(a) En résolvant I'équation 22 —2(cos @) z + 1 = 0 dans C, vérifier que o = e
oua=e ",
1
(b) Rappeler la formule de De Moivre et montrer que ™ + — = 2cos(nf)
o
pour tout n € Noun € Z.
Exercice 3.6. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

3—4i, 1, i, 3441, 8§ — 61, T+ 240,
14+
Exercice 3.7. (1) Calculer les racines carrées de % sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos (g) et sin (%)

(2) Utiliser la méme méthode pour calculer les valeurs de cos (112) et sin (%)

Exercice 3.8. Résoudre dans C les équations suivantes :
(1) 2% — (11 — 5i)z +24 - 27i =0, (2) 22 +2+1=0,

(3) 22 — (5 — 144)z — 2(5i + 12) = 0, (4) 2* — (1 —d)2> —i = 0.

Exercice 3.9. Soit f la fonction d’une variable réelle & valeurs complexes t > e't.
Donner un ensemble de départ et un ensemble d’arrivée les plus grands possible qui
rendent f bijective.

Exercice 3.10. Calculer le module et I'argument de (1+¢)™. En déduire les valeurs

w1 () () () ) )+ ()

Exercice 3.11. Soit M(z,y) un point du plan R? muni d’un repére orthonormé
direct. On rappelle que z = = + iy est affixe du point M.

(1) Soit w € C* et k € R. On considére
Dy = {M € R? d’affixe 2 : wz + wz = k}.

Montrer que D,, , est une droite du plan.
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(2) Réciproquement, soit D une droite du plan. Montrer qu’il existe w € C* et
k € R tel que D =D, .

Exercice 3.12. Soit M(z,y) un point du plan R? muni d’un repére orthonormé
direct. On rappelle que z = = 4 iy est affixe du point M.
(1) Soit w € C* et k € R. On considére
Dy = {M € R? d’affixe 2 : wz + wz = k}.
Montrer que D,, , est une droite du plan.
(2) Réciproquement, soit D une droite du plan. Montrer qu’il existe w € C* et

k e R tel que D =D, .

Exercice 3.13. Soit © un point du plan R? muni d’un repére orthonormé direct,
d’affixe w, et soit r > 0. Montrer que le cercle de centre () et de rayon r est défini
par

C(Q,r) ={M € R? d’affixe 2 : |2|* — @z —wz =12 — |w|?}.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 3.14. On pose z;1 =1+ i et zo = V3 —i.
(1) Calculer le module et un argument de zj, 22 et z12s.

(2) Donner la forme algébrique de 21 2.

(3) En déduire les valeurs de cos (112) et sin (%) Comparer celles-ci avec les
résultats obtenus dans 'exercice 3.7 (2).
(4) Pour quelles valeurs de l’entier naturel n, le nombre complexe 2129 est-il un
réel, un imaginaire pur ?
Exercice 3.15. On rappelle que |z|?> = zz. Démontrer que pour zj, z3 € C :
2 2 2 2
|21 4+ 22| + |21 — 22|” = 2|21|" + 2|22]” .
Exercice 3.16. En utilisant les nombres complexes, calculer :

(1) cos50 et sin56 en fonction de cosf et sinf;

n n
(2) Z coskx et Z sinkx, x € R en fonction de lentier n > 0 et z € R.
k=1 k=1

Exercice 3.17. On note j = e%7/3,

(1) Mettre j et j2 sous forme algébrique.

(2) Veérifier que 1 +j+j2=0et 23— 1= (2—1)(z —j)(z — j?).

(3) Déterminer z1, 23 et z3 € C tels que 23 — 8i = (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23).
Exercice 3.18. Déterminer les racines cubiques de 2 — 2i.
Exercice 3.19. Résoudre dans C les équations suivantes :
3 i 4_q. 3_ 1. a_ 11
(1) z° =1; (2) 2% =1; (3) = =—1,; 4) =* = T3
Exercice 3.20. Soit n un entier strictement positif.

(1) Calculer les racines n-iémes de —i et de 1 + 4.

(2) Résoudre 22 — 2 +1—1i=0.
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(3) En déduire les racines de I'équation 22" — 2" +1 —i = 0.

Exercice 3.21. Soient n € N* et z1, ..., 2z, les racines n-iémes de l'unité, cad :
zp = let 2z, # 2z pour k # j. Calculer leur somme z; + - - + 2, et leur produit
21" Zn-
Exercice 3.22. Aux nombres complexes a, b, ¢, on associe leurs images respectives
A(a), B(b), C(c). On suppose que A, B et C forment un triangle équilatéral.

(1) Montrer que a —b = A (c — b) avec X = e'™/3 —in/3,

(2) Sij = e*™/3 montrer que a+ bj + cj? = 0 ou a + bj? +cj = 0.

ou e

Exercice 3.23. Les trois hauteurs d’un triangle ABC sont concourantes et leur
point d’intersection, noté H, est nommé orthocentre du triangle. On notera A(a),
B(b), C(c) et H(h) avec leurs affixes respectives.

a
(1) Montrer que W est imaginaire pur et qu’il en est de méme quand on

permute les a, b et c.
(2) Trouver z € C pour que le triangle de sommets A(z), B(z?), C(2?) ait pour
orthocentre l'origine.

Exercice 3.24. Si M est un point du plan (complexe) privé de lorigine et d’affixe
z, on note M’ = T(M) le point d’affixe % La transformation T s’appelle une
inversion.

(1) Soit My un point du plan complexe, d’affixe non nul zo. On considére la droite
Dy passant par My et perpendiculaire a la droite (OMj).

(a) Montrer que Dy est 'ensemble des points M du plan d’affixe z vérifiant
(*) 202 + 202 — 2|20|2 =0.
(b) On note M = T(My) et Cy le cercle de diamétre [0M[]. Montrer que
Indication : on pourra utiliser (x) et diviser par |z|? = 22.
(2) Applications :
(a) Caractériser I'image de la droite y = x + 1 par T.
(b) Caractériser I'image par T' du cercle de centre 1 et de rayon 1 privé de
Porigine.

Exercice 3.25. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site
http ://exoT.emath.fr/ficpdf/fic00001.pdf



14

4. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 4.1. Effectuer la division euclidienne du polynéme A par le polyndéme B
dans les cas suivants :

1.A=X*4+2X3 - X +6, B=X3-6X2+X +4, dans R[X].
20A=X5—-X14+2X34+ X?+4, B=X?-1, dans R[X].
3. A= X?%-3iX - 5(1 +1), B=X—1+i, dans C[X].
4. A=4X3+ X2, B=X+1+1i, dans C[X].

Exercice 4.2.
(1) Soit P € K[X] et (a,b) € K2. Déterminer le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)(X —b) (on distinguera les cas a = b et a # b).
(2) Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = X" +
X714 X +1par Q = (X — 1)2.
(3) Sans effectuer la division euclidienne, prouver que le polynoéme A divise le
polynéme B dans les cas suivants :

@) A=X—iet B=X%>-2iX2-i bA=X?’—-1etB=X34+X2-X -1
(4) Déterminer les réels a et b de sorte que X2 +2 divise X4+ X3 +aX?+bX +2
dans R[X].
Exercice 4.3. Soit a € K et P € K[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne
de P par (X — a)? en fonction de P(a) et P'(a).
Exercice 4.4. Soit n € N. Montrer que 1 — X divise 1 — X"+ dans K[X] et donner

le quotient de la division euclidienne.

Exercice 4.5. Soient A, B € K[X], A,B # 0. Montrer que si A divise B et B
divise A, alors il existe A € K* tel que B = AA.
Exercice 4.6. Soit P € K[X].

(1) Supposons dans cette question que deg(P) > 1. Montrer alors que deg(P’) =

deg(P) — 1.

(2) Montrer que P est constant si et seulement si P’ = 0.
Exercice 4.7. Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que P — XP' = X7
Indication : Raisonner par l’absurde en supposant qu’un tel polynome existe. Re-

marquer alors que P # 0. Soit n = deg(P). Justifier que n > 1 puis examiner le
coefficient de X™ dans P— X P’ en fonction du coefficient de X™ dans P. Conclure.

Exercice 4.8. Le but de l'exercice est de déterminer tous les polynémes non
constant P € R[X] tels que P’ divise P.
(1) On considére un polynome P tel que n = deg(P) > 1 et tel que P’ divise P.
(i) Montrer qu'il existe b € R tel que P(X) = (X + nb)P'(X).
(ii) En déduire alors que P'(X) = —L-(X + nb)P"(X).
(ili) Justifier que —nb est racine d’ordre n de P.
Indication : on pourra commencer par le cas n = 2.
(iv) En déduire que P(X) = a(X + b)™, pour certains a,b € R, a # 0.
(2) Réciproquement, supposons que P(X) = a(X +b)", a,b € R, n > 1. Montrer
que P est non constant et que P’ divise P.
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(3) Conclure.

Exercice 4.9. Soient P,Q € K[X]. On suppose que P =ag + a1 X + -+ + a, X"™.
On définit le polynéme composé de @ par P, noté P o () par

PoQ= Z arQF.
k=0

(1) Justifier que P o @ est bien un polynome.

(2) Montrer que si P,Q # 0, alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).
Exercice 4.10. Le but de l'exercice est de trouver tous les polynomes P € R[X]
vérifiant
(1) P(X+1)-2P(X)+P(X —1)=0.

(1) Montrer que si P =ag+ a1 X +...a, X", a, # 0, alors

P(X +1) :Zn: Zn:ak(D X

j=0 \k=j

(2) Donner une formule analogue pour P(X — 1).

(3) En déduire que si n > 2, alors le degré de P(X +1) —2P(X)+ P(X +1) est
n—2.

(4) En déduire 'ensemble des polynomes P € R[X] vérifiant (1).

Exercice 4.11. (1) Soit P € C[X]. Montrer que si deg(P) > 1 alors la fonction
polynomiale associée est une surjection de C sur C.

(2) Soit P € R[X]. Supposons que deg(P) est impair. En utilisant le théoréme
de d’Alembert—Gauss, montrer alors que P a au moins une racine réelle (on
retrouvera ce résultat avec une autre méthode ; voir exercice 7.15).

Exercice 4.12. On considére deux polynomes (P, Q) € C[X]? vérifiant pour tout
z €C,

[P(2)] = [Q(2)]-
(1) Montrer que P et () ont méme racines.

(2) Montrer que si zg et une racine de P (et donc de @), alors la multiplicité est
la méme.

(3) En déduire alors qu’il existe A € C, |A| =1 tel que P = AQ.

Exercice 4.13. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X] et dans
R[X] les polynémes suivants :

1. X*—5X2+4 4. X3 4+2X%24+2X +1 7.X3 41
2. X4 +5X2+6 5 X6 +2X4+2X%2+1 8. X641
XY+ X241 6. X2 —5X24+3X+9 9. X*+1.

Exercice 4.14.

(1) Décomposer P = X* — 9X3 4 30X? — 44X + 24 en produit de facteurs
irréductibles dans R[X] sachant qu’il admet une racine triple.
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(2) Décomposer P = 2X3 — (5 + 61)X? + 91X + 1 — 3i en produit de facteurs
irréductibles dans C[X] sachant qu’il admet une racine réelle.
Exercice 4.15. Soit P = X8 —4X6 +6X* —4X2% +1.
(1) Montrer que X2 — 1 divise P.
(2) En déduire que 1 et —1 sont des racines de P et déterminer leur multiplicité.

(3) Déterminer la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles de

R[X].
Exercice 4.16. Décomposer en éléments simples sur C les fractions suivantes :
1X3+X2+1 ) X?-X-1 Xt 41
(X +1)2 TX2-3X+2 "X (X2 1)
4 2 5 3X2-9X -3 6 X+1
TX(X -1)% (X2 X —-2)% CX(X -1t
Exercice 4.17. Décomposer en éléments simples sur R les fractions suivantes :
1 XP+ X +1 1 3 4X
CoXt-1 X2+ (X2+2) X+ 1) (X241)%
A X242 5 4 6 4
" X2(X241)% X+ 1)2(X2Z2+ 1) X2+ )(X -1t

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 4.18. Soit P = X% — 7X5 4+ 17X% — 13X3 — 10X2 + 20X — 8.
(1) Vérifier que 1 et 2 sont des racines de P et déterminer leur multiplicité.
(2) En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans
R[X].
Exercice 4.19. On considére le polynéme P = X6 + X4 — X2 — 1.
(1) Vérifier que i et —i sont des racines de P et déterminer leur multiplicité.
(2) Déterminer toutes les racines de P.

(3) En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans
C[X], et puis dans R[X].

Exercice 4.20. Décomposer en éléments simples sur R les fractions suivantes :
X642 X2 +1 X+2 4X
(X2 +1)% X3(X —1)¥ (X —1)2(X —2)%’ (X2-1)

Exercice 4.21.

X2 - X +1
(1) Décomposer en éléments simples sur R la fraction : X(Xi——;)
(2) En déduire la décomposition en éléments simples sur R de la fraction :

(X2 - X +1)?
X2(X —1)2
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Exercice 4.22.

3
(1) Décomposer en éléments simples sur R la fraction : m

(2) En déduire la décomposition en éléments simples sur R de la fraction :

X3(X3+1)

Exercice 4.23. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur les sites

http ://exoT.emath.fr/ficpdf/fic00007.pdf
http ://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00008.pdf

5. FONCTIONS REELLES

Exercice 5.1. (1) Déterminer les domaines de définition des fonctions de la va-
riable réelle suivantes :

f(ﬂf):%, g(z) =2z -3, h(az):\/ﬁ, k(z) = z(22 -1).

(2) Pour les fonctions f, g et h, calculer lorsque c’est possible les images de 2, de
—1 et de 7, ainsi que les antécédents de 5, de —3 et de 0.

Exercice 5.2. (1) Aprés avoir préciser le domaine de définition des fonctions
suivantes, étudier (le cas échéant) leur parité :

filz) =222 -1, folx)=2—-3, fs(z)=+vr—4, fi=2°—4x.

(2) Etudier la périodicité des fonctions suivantes :
e

fi(z) =sin(22),  folz) = cos (?) .

Exercice 5.3. Soit E': R = Z ou E(z) vaut le plus grand entier inférieur
x +— Ex)

ou égal & x, appelé partie entiére de x.

(1) Rappeler 'encadrement de z € R a l'aide de E(x).
(2) Evaluer E(z) pour z =1, —1, 373 et .

(3) Tracer le graphe de la fonction E.

(4) Reépondre aux questions suivantes :

(a) E est-elle paire ou impaire ?
(b) E est-elle croissante ou strictement croissante ?
Exercice 5.4. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) =22+ 1, z € R.
(1) Justifier que f est paire.
(2) Tracer le graphe de f, en partant du graphe de la « fonction carrée » :  —
22,
(3) Mémes questions avec la fonction g(z) = (z + 3)%, x € R.
Exercice 5.5. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = |1+ z|+ |z — 1| — 3;
voir aussi l'exercice 2.4.

(1) Montrer que f est paire. Que peut-on en conclure sur son injectivité ?
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(2) Représenter le graphe de f et en déduire Im(f). La fonction f est-elle sur-
jective 7

(3) Reésoudre, dans R, les équations ou inéquations suivantes :
(a) le+ 1]+ |z—-1=3, (b) |z 4+ 1|+ |z —1] < 3.
Exercice 5.6. Résoudre les équation et inéquation suivantes :

(B1):z—1=vVa+2, (E):zxz—1<+vVz+2.

Exercice 5.7. Résoudre les équations suivantes :

T 1—-2x

Exercice 5.8. Résoudre les inéquations suivantes :

Ol -miert<me, @ (N (2) <2
n |z n |2z <In2, 5 5 <3
Exercice 5.9. Soit f(z) =In(x + 1) — In(x).

(1) Préciser le domaine de définition Dy de f.

(2) Pour quelles valeurs de y € R, 'équation f(x) = y admet-elle une solution ?
En déduire I'image Im(f) de f.

(3) Justifier que la fonction f: Dy — Im(f) admet une réciproque qu’on donnera.
Exercice 5.10.

Montrer, par des arguments géomé-
T
triques, que pour 0 € }O, 5 {, on a:

tan(f) (a) 0 <sinf <0 < tand
et
sin 6

(b) tanf = .
1 —sin’6

Exercice 5.11. Rappeler la définition d’une fonction convexe et vérifier qu’une
fonction f: I — R est convexe sur un intervalle I si et seulement si, pour tous

points A et B de sa courbe représentative, ’arc AB est en-dessous de la corde
[AB].
EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 5.12. Résoudre les équations suivantes aprés avoir donné leur domaine
de validité :

(1) In(x — 1) =1In(3z — 5), (2) In(x +1) + In(x — 3) = In(2? - 5),

(3) 2Inz = In(z + 4) + In(2z),, (4) 32#H1 4 320 — gotl 4 gots
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1
er —1°
(1) Préciser le domaine de définition Dy de f.
(2) Pour quelles valeurs de y € R, ’'équation f(x) = y admet-elle une solution ?
En déduire l'image Im(f) de f.
(3) Justifier que la fonction f: Dy — Im(f) admet une réciproque qu’on donnera.

Exercice 5.13. Soit f(z) =

Exercice 5.14. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site

http ://exol.emath.fr/ficpdf/fic00014.pdf
6. LIMITE D’UNE FONCTION
Exercice 6.1. (1) Montrer que pour tout 0 < ¢ < 1l et pour z € R, si [z—1] < Z,
alors |12 + 1 — 2| < e.
(2) En déduire (en utilisant la définition d’une limite) les valeurs de :

lim(z? 4+ 2 —1) et lim(2® 4+ 2 —2)cosz.
z—1 z—1

Exercice 6.2. Déterminer en utilisant la définition de la limite

) 1 ) 1 . 1 .
(@ lim =5 O lim == (9 lim 7= (d) lmvat2
Exercice 6.3. En utilisant la définition de la limite, montrer que
(@) lim 2% =400 (b) lim 2% = +o0
r—+00 T—r—00

1 1
li =0 d) 1 — =2 =-2.
(C) z—1>r41-100x—|—3 ( ) I—I>TOO<\/§+1 )
Exercice 6.4. Soit f : R — R une fonction et supposons que f posséde une
limite ¢ en un point zg telle que ¢ > 0. En déduire qu’il existe § > 0 tel que si
x €]xg — 6, k0 + [, alors f(z) > 0.

Exercice 6.5. Calculer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

zt—1 ) 2 —4 Vr+1-1

W m o= @ Mme e O
. w24z . Yz -1 )
(4) lm T (5) lim Y (6) lim (Vo+1-va),
22 + || Vr+1++/z ©9) lim V+1++/x

li lim ———

Exercice 6.6. Soit F: la fonction partie entiére étudiée dans

I’exercice 5.3.
(1) Sin € Z, calculer lim E(z)et lim E(x).

z—nt z—n—

(2) Soit a € R. Vérifier que lim E(z) = a si et seulement si a & Z.
T—a

(3) Calculer les limites suivantes :

@ Jgep(i). 0 amep(z). © umes(l).
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Exercice 6.7. Calculer les limites suivantes :
et — e er — e

) = @) Am —

In(1 +z + 2?) In(1+z + 2?)

(3) lim , (4) lim

z—0 T — x2 z—5400 xr — 22 ’
6) limle—l(E+1), (6 lm (@ +1).

Exercice 6.8. Soit f(z) = . i 5 T € R\ {2}.

(1) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

(2) En déduire les asymptotes de f. On précisera la position du graphe de f par
rapport a ses asymptotes.

(3) Déterminer (sans calcul de dérivée) la monotonie de f.

(4) Tracer le graphe de f.
2

Exercice 6.9. Soit f(z) = J‘L—l-l’ reR\{-1}.

(1) Déterminer la limite de f(x) lorsque & — —1, par valeurs supérieures et
inférieures. Que peut-on en déduire sur le graphe de f?
(2) Déterminer la limite de f(z) lorsque x tend vers +oc.
(3) Déterminer I’équation de la droite qui est asymptote a la courbe de f en plus
Iinfini.
(4) Préciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote.
Exercice 6.10. On rappelle (voir exercice 5.10) que pour z €]0,7/2[, on a
(2) 0 < sin(x) < z < tan(z).
(1) En déduire lim,_,q sin(z).
(2) (i) Montrer que si lim, o f(2) = £ > 0, alors lim, o \/f(z) = V/Z.
S . —¢
Indication : on pourra démontrer que |\/f(z) —V{| < L\/)Z"
(ii) En déduire que lim,_,o cos(x) = 1.
Indication : utiliser que, pour tout x € R, on a cos?(z) = 1 — sin®(z).
(3) Montrer en utilisant les inégalités (2) que
lim sin(x)
x—0 x
sinx

=1.

Exercice 6.11. On rappelle que lim =1,cad : sinx ~ =x.
z—0 z—0
2
(1) En utilisant la relation cos(2a) = 1 — 2sin? o, montrer que 1 — cos x ~0 g
z—

(2) Calculer les limites suivantes :

(a) lim sin(2x) (b) lim sin(3x)

x sin(2z)
o0 x + 2’ 20 sin(2z)

) (c) lim

z—01—cosz’

(d) lim 2 sin (i) (¢) lim 2 cos(1/z).

r—r+00



21

Exercice 6.12. (1) En utilisant la caractérisation séquentielle de 1'existence de
la limite d’une fonction, montrer que les fonctions cosinus et sinus n’ont pas
de limite en +oo.

Indication : pour cosinus, on pourra considérer, par eremple, les deux
suites définies pour n > 1, par u, = 2nw et v, = 2n7 + 3.
(2) Méme question avec la limite en zéro des deux fonctions suivantes définies
par : & — cos(1/z) et & — sin(1/x).

Exercice 6.13. Calculer les limites des suites suivantes :

(1) un:(l—F:&)n @) Un:(1+fl>n wn = 20 F27)

Sin2 (;)
Indication : on pourra utiliser les deux limites suivantes : lim,_,q w =1let
lim, o S22 — 1,

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 6.14. En utilisant la définition d’une limite, montrer que :

. o . . 2 _
(1) il_}mQ(%c +1)=5; (2) }51_>ml(x 1)=0.
) lim (Br42)sin(——)=0; (4 lim —— =0
( xiril% T+ 2)sin 3x+2) ) z—ir-ﬁr-loo \/5 o
2
(5) lim — =2; (6) lim e = 4o0.
=0t 1 +e = T——00

(Indication : Pour les deux derniéres limites, utiliser les croissances comparées)

Exercice 6.15. (1) Démontrer quune fonction périodique n’admet une limite a
I'infini que si elle est constante.

(2) Retrouver que les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite en £oo.

1
Exercice 6.16. Soit f la fonction définie sur R par f(x) =0siz € Qet f(z) = —si
q

T = P € Q avec p, ¢ premiers entre eux, ¢ € N*. Il conviendra de noter que f(0) = 1.
Voir %ttps ://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction de Thomae pour le graphe de f.
(1) Prouver que f est périodique, de période 1.
(2) Soient xg > 0 et n > 0 tels que n < xg. Si € > 0, montrer que l'intervalle
[xo — 1, 2o — 7] contient un nombre fini de rationnels p/q vérifiant 0 < g < é
(3) Calculer la limite de f(x) en xg rationnel et en xg irrationnel sur R.

Exercice 6.17. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site
http ://exol.emath.fr/ficpdf/fic00011.pdf
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7. FONCTIONS CONTINUES

Exercice 7.1. Montrer, en utilisant la définition, que les fonctions suivantes sont
continues sur R :

(@) f@)=le] () gl)=22+3, (o) h(x) =va?+3

Exercice 7.2. En utilisant notamment les théorémes de continuité sur les fonctions
composées, étudier le domaine de définition et de continuité des fonctions suivantes :

In(z + 2)

= In(z? 1 = 2 = .
(@) f@) =@ +o+1) () gle) =ep(VETD) () hle) = 2
Exercice 7.3. On rappelle (voir exercice 5.10) que pour z €]0,7/2[, on a

(3) 0 < sin(z) < z < tan(z).
(1) En déduire que pour tout z € R, on a
[sin(2)] < Jal.
Indication : considérer d’abord lintervalle [—1,1].

(2) En utilisant les formules d’Euler, vérifier les deux formules de factorisation

suivante :
sin(a) — sin(b) = 2sin(a _ b) cos(a ;_ b)
et
cos(a) — cos(b) = —2 sin(a _ b) sin(a ;_ b)

(3) Montrer, en utilisant les questions (1) et (2) que les fonctions suivantes sont
continues sur R :

a) f(z) =sinzx ; b) g(x) = cosx

Exercice 7.4. Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :

(1) f(z) = z*cos (i) six#£0, et f(0)=0;

2) g(x) = sinasin (i) Siz40, et g(0)=0.

Exercice 7.5. Soient a,b, ¢ des réels et f la fonction définie sur R par

sinx siz<c
o= fr 5o

ar+b six>c.
Etant donnés b et ¢, trouver les valeurs de a pour que f soit continue sur R.

Exercice 7.6. Déterminer le réel m de sorte que la fonction suivante soit continue

sur R :
(x| —2) In |4 — 2% si|z| #2;
fz) =

m six = 42.

Exercice 7.7. Soit f(x) = e~ /|, Montrer que f est continue sur R* et qu’elle se
prolonge par continuité en 0. On donnera ce prolongement.

Exercice 7.8. Soit E la fonction partie entiére étudiée dans les exercices 5.3 et
6.6.
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(1) Donner I’ensemble des points ot E est continue.
(2) A Paide de leurs graphes, étudier la continuité sur R des fonctions suivantes :
(a) f(z) =z E(x),  (b) g(x) = E(z) sin(rz).
Exercice 7.9. Soient f et g deux fonctions numériques sur R. On appelle h la

fonction définie par h(z) = max(f(z), g(x)).

(1) Montrer que h(z) = £ (f(x) + g(x) +|/(x) ~ o(x)]).
(2) Si f et g sont deux fonctions qui tendent respectivement vers ¢ et ¢5 en xo,
quelle est la limite de h en zg 7
(3) En déduire que h est continue sur R si f et g le sont.
(4) L’inverse est-il vrai? Justifier votre réponse.
Exercice 7.10. Soit f(z) = 2° — 3z — 1, g(z) = 22% — 1.
(1) Montrer que f(z) = 0 admet une solution sur [1,2].
(2) Montrer que g(z) = 0 admet une solution sur [0, 1].

(3) Montrer que f(z) = g(x) admet une solution sur ]0, 2].

Exercice 7.11. Soit f la fonction définie sur R par :

x sixz <1
flz) =< 22 sil<z<A4
8vx six>4.

(1) Tracer le graphe de f.
(2) f est-elle continue?
(3) Montrer que f définit une bijection de R sur lui-méme et déterminer sa réci-
proque f~1.
Exercice 7.12. Soit f la fonction définie sur I = [—2, —1[U{0}U]1, 2] par f(x) =
x+1lpourze[-2,-1,0siz=0, f(z) =2 —1siz€]l,2].

(1) Montrer que f est continue sur I et bijective de I sur un intervalle J que 1’on
déterminera.

(2) Montrer que f~! n’est pas continue sur J
(3) Cela contredit-il le théoréme de la bijection continue ? Discuter.
Exercice 7.13. (1) Soit f:[0,1] — R une fonction continue et supposons que

pour tout z € [0,1], on a f(z) > 0. En déduire qu’il existe m > 0 tel que
pour tout x € [0,1], f(x) > m.

(2) Le résultat subsiste-t-il si on remplace [0, 1] par |0,1]?
(3) Si f et g sont continues sur [0,1] telles que f(x) < g(z) sur [0, 1], montrer
qu’il existe A > 0 tel que pour tout = € [0,1], on a f(z) + A < g(x).
Exercice 7.14. Soit f : R — R une fonction continue telle que

Montrer que f admet un minimum.
Indication : justifier d’abord qu’il existe M > 0 tel que |z| > M = f(x) > f(0).
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Exercice 7.15.

(1) Soit f: R — R une fonction continue sur R telle que

Mountrer qu’il existe au moins un point ¢ € R tel que f(c¢) = 0. Montrer que
c est unique si de plus f est strictement croissante sur R.

(2) Soit P un polynome de degré impair. Montrer que P admet au moins une
racine réelle.

Exercice 7.16. Soient n > 1 et f(z) = apz™ + -+ 4+ a1z + ap une fonction poly-
nomiale & coefficients réels de degré n.

Montrer que si anag < 0 alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution
réelle.

3
Exercice 7.17. On rappelle que tan% =1 et tan Zﬂ = —1. Justifier que tan ne

4’ 4
valeurs intermédiaires 7

T 37
s’annule pas sur |— } . Pourquoi ce résultat ne contredit-il pas le théoréme des

Exercice 7.18. Soit une fonction réelle f : [0,1] — [0, 1].
(1) Montrer que si f est continue, alors elle admet un point fixe, i.e. il existe un
réel ¢ € [0, 1] tel que f(c) = c.
Indication : On pourra remarquer que f(c) = ¢ <= c annulef(x) — x.

(2) (Difficile) Le but de cette question est de montrer que le résultat subsiste si
on remplace f continue par f croissante. On considére 'ensemble A := {z €

[0,1], f(z) = x}.
(a) Justifier que A posséde une borne supérieure qu’on note c.
(b) Justifier que ¢ € [0, 1].
(c¢) En utilisant un raisonnement par ’absurde et le fait que f est croissante,
démontrer que ¢ < f(c).
(d) En déduire que f(c) € A puis que f(c) =c.
Exercice 7.19. Soit f :] — 3, 4+0o[— R la fonction définie par f(r) = 2v/x + 3,
x > —3. On considére la suite (un)n>o définie par récurrence par uy = —1 et
Uny1 = f(up), n > 0.
(1) Justifier (briévement) que f est croissante sur | — 3, +oo].
(2) Montrer, par récurrence que pour tout n > 0, on a

-1 Sun gunJrl §6

(3) En déduire que (uy,)n>0 converge vers un réel £ > —1.
(4) Déterminer £.

Indication : on pourra s’intéresser & l'équation f(z) = x.

Exercice 7.20. Soit f :]0,+o00o[— R la fonction définie par f(z) = 1 + In(z),
x > —0. On considére la suite (u,),>o définie par récurrence par ug > 1 et up41 =
flun), n>0.

(1) Démontrer que (un)n>0 est bien définie.
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(2) Etudier le signe de f(z) — z sur [1, +o0][.
Indication : on pourra utiliser que x — In(x) est concave et utiliser la posi-
tion de la courbe de x — In(x) par rapport a sa tangente en 1.

(3) Etudier la monotonie de (uy)n>0-

(4) En déduire que la suite (uy,),>0 est convergente et calculer sa limite.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 7.21. Soit f une fonction définie dans R, continue en 0 et telle que
Ve e R, f(x)=f(2x).
Montrer que f est constante.

Exercice 7.22. Soit f une fonction numérique sur R continue en 0 et vérifiant
flz+1y) = f(z)f(y), f(1) = a avec a positif.
(1) Montrer que f est continue sur R.

(2) Calculer f(n), f(p/q) avec p,q,n € N.
(3) En déduire f(x) pour tout x € R.

Exercice 7.23. Soit f une fonction définie et continue sur [0,+oo[. Si f admet
une limite finie en +00, montrer que f est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

Exercice 7.24. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit p et ¢
des réels strictement positifs.

(1) Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tel que pf(a) + ¢f(b) = (p + q) f(c).

(2) Si, en plus, f est monotone, montrer qu’il existe ¢ € Ja, b tel que pf(a) +

qf(d) = (p+q)f(c).

Exercice 7.25. (1) Soit f = xq, la fonction caractéristique de Q dans R, cad :
fl@)=1siz € Qet f(x) =0 sinon ; voir exercice 1.9 pour la définition de
XA- Montrer que f n’admet de limite en aucun point de R.

(2) Soit f la fonction définie dans R par : f(z) =xsiz € Q, f(x) = 1 — x sinon.
En quels points de R la fonction f est-elle continue ?

Exercice 7.26. (1) Etudier la continuité sur R de la fonction f, dite de Thomae,

considérée dans l'exercice 6.16.
(2) Soit g la fonction définie dans ]0,+oo[ par g(z) = 22 si x ¢ Q et g(z) =
2

i
q p+q q
le résultat de la question de lexercice 6.16 (2), montrer que f est continue
en x irrationnel et discontinue pour tout x rationnel.

si z = £ sous forme de fraction irréductible, ¢ € N*. En utilisant

Exercice 7.27. Soit ¢ définie par ¢(z) = lim ( lim |cos(m! 771‘)|”>
m—roo n—oo
(1) Calculer ¢ pour x dans Q et pour z € R\ Q.

(2) Etudier la continuité de ¢ sur R.

Exercice 7.28. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site
http ://exo.emath.fr/ficpdf/fic00012.pdf
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8. FONCTIONS DERIVABLES

Exercice 8.1. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et
calculer la dérivée de f dans les cas suivants :

W@ ===, @@= @) @)=V,
1 1-2z

W@ = O f@ =1 (6 f@) = Va2,

D) J@) =aVI=, ) S0 = g O S0 =

10) f0) =150 (D@ =Y, 02 f) = 1o

sinx

Exercice 8.2. On rappelle que 1in}) = 1. En revenant a la définition de la
r—

x
dérivabilité et en utilisant les formules de factorisation trigonométriques de 'exer-

cice 7.3, montrer que les fonctions sin et cos sont dérivables sur R et retrouver leur
dérivée.

Exercice 8.3. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et
calculer la dérivée de f dans les cas suivants :

W) S =tlna) @ f@ =t () ®) o =n ()

-z 1+ a2
(4) f(z) =2 es (5) f(x) = 6257 : (6) f(z) = ot In(l+a)
(N I@) = e (8) J(@) = Vianz 9) f(x) =In (1 +sin®z)

Exercice 8.4. Etudier la dérivabilité des fonctions f : R — R définies par :

(1) f(z) = 2 cos (i) siz#0et £(0) = 0.

(2) f(xz)=sinzsin (i) sixz#0et f(0)=0.
®3) flz) = x|zl

(@) 1@ =
6) 10 = 357

Exercice 8.5. Soit f(z) = \/22(z + 1) pour > —1.
(1) Justifier que f est dérivable sur | — 1, +o00[\{0}.
(2) Calculer f'(x) pour z # —1 et x # 0.
(3) Calculer f,(0) et f;(0). La fonction f est-elle dérivable en 07
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2 siz<0

Exercice 8.6. Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = { Vi siz>0
(1) La fonction f est-elle continue en 0?7 Sur R?
(2) La fonction f est-elle dérivable en 0?7 Sur R ?

(3) Que dire de la tangente au graphe de f en 07

Exercice 8.7. Soient f et g les fonctions définies sur R par :

(1 . 2 . (1 .
Fz) = x sin (x) siz#£0 o(z) = z° sin (m) six#£0
0 six =0 0 sizx=0
(1) Calculer f'(x) et ¢’'(z) pour x # 0.
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f et g en 0 et calculer f/(0)) et ¢'(0)
quand celles-ci existent.

(3) Est-ce que la fonction f ou g est de classe C! sur R?

Exercice 8.8. Déterminer a, b € R de maniére a ce que la fonction f définie sur
[0, 4+o0[ par :
vV si0<zx<1
flz) =
ar? +br +1 sinon
soit dérivable sur |0, o0

$2

Exercice 8.9. On reprend exercice 6.9 dans lequel on étudiait f(x) = ey
x
z e R\ {-1}.

(1) Etudier le domaine de continuité et de dérivabilité de f.

(2) Calculer la dérivée de f et tracer son tableau de variation.
(3) Tracer le graphe de f.

Exercice 8.10. Soit f(z) =vVa?+z+1—z.
(1) Déterminer le domaine de définition, de continuité puis de dérivabilité de f.
(2) Calculer la dérivée de f et dresser son tableau de variation.

(3) Etudier les asymptotes de f en l'infini en précisant la position de la courbe
de f par rapport & ses asymptotes.

(4) Tracer le graphe de f.

Exercice 8.11. Soit f(z) = 222,
(1) Déterminer le domaine de définition, de continuité puis de dérivabilité de f.

(2) Déterminer les asymptotes de f aux bornes de son domaine de définition et
préciser la position de la courbe de f par rapport & ses asymptotes.

Déterminer le tableau de variation de f.
Etudier la convexité de f.
Tracer la courbe représentative de f.

6) Quelle est 'image de f7?

I — —
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Exercice 8.12. Faire I’étude compléte des fonctions suivantes :

22 +3z+1
21

Exercice 8.13. Déterminer les points x ou la tangente T, au graphe de f vérifie

la condition donnée :

z?+1 .
(1) f(z) = T la tangente T, est horizontale;
> —

(a) f(z) =ze™®, (b) g(x) =z +1In(a® = 3), (c) h(z) =

x?—1

(2) f(z) = 211’ la tangente T, est horizontale;
x
T+ 3 . s . ) :
3) f(z)= PR T, est perpendiculaire a la droite d’équation y = z;
x
-1
4) f(z)= % , T,, est paralléle a la droite d’équation y = z.
x

Exercice 8.14. Soient f une fonction dérivable sur [0, 1]. On considére la fonction

g définie par :
| f(2x) siz €0, 2]
9(x) = { fRr—1) sizell]
(1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que g soit continue
sur [0, 1].
(2) A quelle condition la fonction g sera-t-elle dérivable sur [0, 1]?

Exercice 8.15. Calculer la n-iéme dérivée f(™(z) dans les cas suivants :

) @)= = @ f@=siz @) f() =+

4) f(z)=xe” (5) f(x) =cosx (6) f(x) =xIn(1+z).
Exercice 8.16. Soit f(z) = az? 4+ Bz + v ou «a, B et ~y sont des réels.

(1) Montrer que pour tout z1, 2 € R, on a: f(x2) — f(z1) = f'(c)(z2 — x1) avec
1+ 2o

5
(2) Faire un dessin pour illustrer ce résultat.

Exercice 8.17. (Applications du théoréme des accroissements finis).
(1) Rappeler le théoréme des accroissements finis.

(2) Montrer que, pour tout > 0, on a e* > 1 + z. A-t-on la méme inégalité si
x<07?

(3) Montrer que, pour tous z,y € R, on a |sinz —siny| < |z — y|.
Exercice 8.18. Soit h: R — R définie par h(z) = e * 4+ 1, z € R.

(1) Montrer qu'’il existe un unique réel o € R tel que h(a) = . Justifier que
a€[l,2).
Indication : on pourra considérer la fonction p(x) = h(x) — x et étudier
ses variations sur R. On donne h(1) ~ 1,4 et h(2) ~1,1.
(2) Montrer que pour tout = € [1,2], on a |h/(z)| < 1.
(3) On souhaite étudier la suite (up)nen définie par récurrence par ug = 1 et
Unt1 = h(uy), n > 0.



29

(a) Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, on a 1 < u,, < 2.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a |uy11 — af < Lju, —al.

Indication : on pourra utiliser que h(a) = « et la question b).
(¢) Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a |un —a| < e%
(d) Justifier que la suite (u,)nen converge et préciser sa limite.

Exercice 8.19. Soit f(x) = Va2, v € R.
(1) Déterminer le domaine de dérivabilité de f.
— (-1
(2) Montrer qu’il n’existe pas de ¢ € |—1, 8] tel que f'(c) = f(z)(f(l)) .

(3) Expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas le TAF.
Exercice 8.20. Soit f(x) = 2% — 23 + 1.

(1) Déterminer les points critiques puis les extrema locaux de f.

Indication : on pourra utiliser l’exercice 7.14 pour justifier que f admet un
Minymum.

(2) Etudier la convexité de f.

(3) En déduire que f admet deux points d’inflexion et déterminer la tangente au
graphe de f en ces points.

Exercice 8.21. Soit f(z) = In(x), z > 1.
(1) Montrer que f est concave sur |1, +00[.
(2) En déduire que Ya,b > 1, on a

In <“;b) > /In(a) In(b).

Exercice 8.22. En utilisant la concavité de la fonction sinus, montrer que, pour
tout x € [0,7/2], on a

2 .
—z <sin(z) < z.
T
Exercice 8.23. Soit n € N*,
(1) Etudier la convexité de f(x) = (1 + )", x € [—1, +o0].
(2) En déduire que pour tout z > —1, on a
1+2)" > 1+ nz.

Exercice 8.24. Soient ay,as,...,a, > 0. Montrer que

1
mg E(a1+a2+-~-+an)_
Exercice 8.25. Soit f : [a,b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0.

(1) Justifier que f” est bornée et atteint ses bornes. On note M = mf[cmxb] |f" (z)].
x€E |a,

(mfa)(bfx).
2

(2) On pose g(x) = f(z) — pEzab=o) h(z) = f(z)+ M

Montrer que g est convexe et h est concave.
(3) En déduire que, pour tout z € [a, b], on a
(x—a)(b—x)

@) < ==
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Exercice 8.26. (Regle de I’Hopital)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. On suppose
de plus que pour tout x €]a, b[, ¢'(z) # 0.
(1) Montrer que pour tout z € [a,b], g(x) # ¢(b), et que pour tout = €la, b,
9(x) # g(a).
(2) Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction ¢(z) = f(x) — f(a) —m (g(z) —
f(b) = f(a)
9(b) —g(a)’
(3) En déduire qu’il existe ¢, €]a,b] tel que (f(b) — f(a))g'(cap) = (9(b) —
9(a)) f'(cap)-
f@) o (@)

(4) On suppose que f(a) = g(a) = 0. Montrer que Jigﬂ o) = x1_1)r21+ )

9(a)) ot m =

Exercice 8.27. (1) En appliquant la régle de I'Hopital (voir exercice ci-dessus)
calculer
. l—cosz
lim ——.
z—0 tanx
(2) Retrouver, a laide de la régle de 'Hopital, les limites étudiées dans lexer-

cice 6.11.

Exercice 8.28. En utilisant le théoréme de Rolle, montrer que, pour tout réel b,
il existe au plus un réel x € [—1,1] tel que z* — 3z + b= 0.

Exercice 8.29. En étudiant la fonction f(z) = 2% — 52 + 1 sur R, démontrer que
I'équation 2° — 52 + 1 = 0 a trois solutions réelles.

Exercice 8.30.

(1) Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I. Montrer que si f
s’annule en n points distincts avec n > 2, alors f’ s’annule au moins (n — 1)
fois sur 1.

(2) Soit P le polynome P(X) = X" + pX + ¢q avec p,q € R et n > 2. Montrer
que :

— si n est pair, alors P admet au plus deux racines réelles ;
— si n est impair et p < 0, alors P admet au plus trois racines réelles;
— si n est impair et p > 0, alors P admet exactement une racine réelle.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 8.31. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur
la, b[ et telle que 1irn+ f'(x) = £. Montrer que f est dérivable a droite en a et que
Tr—ra

fila) = <.

Exercice 8.32. Soit f la fonction définie dans R par : f(z) = (1—k)3z?+ (1 +k)23
ou k est un nombre réel. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles f réalise un
extremum local en z = 0.

Exercice 8.33. Etudier les hypothéses et la conclusion du théoréme de Rolle pour
les fonctions suivantes :

1+xsin(z>, sixz >0
x

, sur [0, 1].
1, siz=0

fley=1- W, sur [—1,1]; g(x) = {
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Exercice 8.34. Soit a, b tels que 0 < a < b et f une fonction définie et continue sur
[a,b] dérivable sur |a, b[ et telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu'il existe ¢ € |a, b|

c
tel que f/'(¢) = “—=*. Donner l'interprétation géométrique de ce fait. (Indication :
¢

Appliquer le théoréme de Rolle & la fonction x +— @)
Exercice 8.35. Vérifier les hypothéses du théoréme des accroissements finis et
étudier I'existence et 1'unicité d’un réel ¢ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) pour les
fonctions suivantes :

1. f(z) = (x + 2)(z — 1), sur [-2,1].

2. f(x) = sin(2z) + 2z, sur [0, 27].

3. f(z) = ¥z, sur [-1,1].

Exercice 8.36. Soit f une fonction dérivable sur R et telle que f(0) # 0. Montrer
que si My = (xo, f(x0)) est le point du graphe de f le plus proche de O = (0,0)
alors la tangente au graphe de f en M est perpendiculaire & la droite O M.

Exercice 8.37. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Soit
A = (a, f(a)) et M un autre point de la courbe représentative de f. Montrer qu’il
existe une tangente au graphe de f en un point d’abscisse dans ]a, b[ qui est paralléle
a la droite AM.

Exercice 8.38. Soit a € R et f une fonction continue sur [a, 00|, dérivable sur

la, +o0[ et telle que f(a) =0 et lirf f(z) = 0. Le but de I'exercice est de montrer
r— 400

qu’il existe un réel ¢ > a, tel que f'(c) = 0.

(1) Justifier qu’on peut supposer que f n’est pas identiquement nulle, ce qu’on
fera dans la suite de I’exercice.

(2) Justifier qu’on peut supposer qu'il existe zg €]a, +oo[ tel que f(zg) > 0. En
déduire qu’il existe b > max(a, ) tel que pour tout = > b, on a f(z) < f(xo).

(3) Justifier qu'il existe ¢; € [a, b] tel que pour tout = € [a,b], f(x) < f(c1).

(4) En déduire que pour tout = € [a, +o0[, f(z) < f(c1) et justifier en raisonnant
par I’absurde que ¢; > a.

(5) Conclure que f'(c1) = 0.

Exercice 8.39. Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. Le but de I’exercice

est de montrer que s’il existe £ € R tel que lim f’(z) =/, alors lim @ =/.
r——+00 r—4oco I

(1) Soit g(x) = f(x) — ¢z, x € R. Fixons € > 0. Montrer qu'il existe a > 0 tel que
x>a = |¢'(z)] <e.
(2) En déduire que pour tout z > a, on a

l9(x)] < elx —al +[g(a)l-

(3) En écrivant que @) — (= @7 montrer que pour tout x > a, on a
x
F@) | <9 4 9@l
x |z

(4) Conclure.
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(5) La réciproque est-elle vraie ?

Indication : on pourra considérer la fonction sinus.

Exercice 8.40. On considére la fonction tangente hyperbolique définie par x —
et — e
—— = th(x).
et + e~ "
(1) Trouver le domaine de définition de th. Montrer qu’elle est inversible de son
domaine de définition dans son image.

1 1
(2) Montrer que th™*(z) = 3 In (1 i_ i)

a
(3) Soit f(x) = T pe—az POW tout x € R ol a, b, o sont des constantes
e

positives. Exprimer f a l’aide de la fonction tangente hyperbolique.

Exercice 8.41. % Notez qu’il y a des exercices corrigés sur le site
http ://exoT.emath.fr/ficpdf/fic00013.pdf

9. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES RECIPROQUES

Exercice 9.1. Déterminer les valeurs suivantes :
(a) arcsin(—1/2), (b) arccos(—v/2/2), (c) arctan(v/3).
Exercice 9.2. Calculer les valeurs suivantes :
(a) arccos (cos (2)), (b) arccos (cos (=2Z)), (c) arccos (cos (4F)),

(d) arccos (sin (1)) .

Exercice 9.3. (1) Démontrer que sin(arccosz) = /1 — a2 pour tout = € [—1, 1].
(2) Trouver une expression similaire pour chacune des fonctions suivantes :
(a) cos(arcsin x); (b) cos(arctanz); (c) sin(arctanx).
Exercice 9.4. (1) Rappeler les formules donnant tan(a+b) en fonction de tan(a)
et tan(b) et sin(a + b) en fonction de sin(a), sin(b), cos(a) et cos(b).
(2) Reésoudre les équations suivantes (aprés avoir précisé leur domaine de vali-
dité) :
(a) arctan(2z) + arctanx = %

(b) arcsin(2z) — arcsin(zv/3) = arcsin(z).

7
(c) arctan(z) + arctan(v/3z) = %
Exercice 9.5. Soit a = arctan(1/2) + arctan(1/8) + arctan(1/5).

(1) En utilisant la formule sommatoire de la fonction tan, en déduire que tan(a) =
1.

(2) Montrer que a = 7/4.

Exercice 9.6. Soient f et g les fonctions définies par :
R\(2Z+1)r — R

R —- R
f: . ;g 1—cosx
x > arcsin(sin x) x —  arctan —_—
1+cosz
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(1) Evaluer f(x) et g(z) pour = 2km, 2k7 + % ou 2km + g avec k € Z.
(2) Simplifier les expressions de f(z) et g(x).
(3) Construire les graphes de f et g.

Exercice 9.7. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et
calculer la dérivée de f dans les cas suivants :

(1) fo) = mmesin (3) @) f@) =T @) s = ST

Exercice 9.8. (1) Vérifier que arcsinx + arccosz = g pour z € [—1,1] et que

1 =
arctan x + arctan — = 3 pour x > 0.
T

1
(2) Donner en la justifiant la somme arctan z + arctan — pour z < 0.
x

Exercice 9.9. Soit f la fonction définie par f(z) = arccos(1 — 2z2).
(1) Déterminer le domaine de définition Dy et préciser la parité de f.
(2) Pour = € [0,1], on pose z = sint avec t € [07 g} Calculer f(sint), et en

déduire une expression simple de f d’abord sur [0,1] et puis sur Dy.
(3) Tracer le graphe de f.

Exercice 9.10. Soit u(z) = 2zv1 — 22 et f(z) = arcsin (29:\/ 1- xQ).
(1) Etudier les variations de la fonction u dans [—1, 1].
(2) En déduire le domaine de définition et préciser la parité de f .
(3) Calculer f/'(z) pour z €]0,1[ et en déduire une expression simple de f sur

0, 1].

2
(4) Etudier la dérivabilité de f en 0, en g et en 1.
(5) Tracer le graphe de f.

Exercice 9.11. Montrer que

arccos(z) — arctan ( L 1) m size[-1,0]

arccos(z) + arctan (\ [ — ) =0 size€l0,1].

Exercice 9.12. (1) Montrer que pour tout > 0, on a

R

r — 2% < arctan(z) < z.

(2) En déduire que
arcta
i Actan(z) _
x—0 xX
Exercice 9.13. Calculer les limites suivantes :

arcsin x arctan x
(a) lim ——— (b) im ———
z—0 arctan x =0 x + 12

. (2 . arccos(x)
(C) xEI—Poox S11 (x) (d) Ili)l’{l_ ﬁ .

Indication : pour le (d), on pourra utiliser les exercices 9.11 et 9.12.
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 9.14. Tracer les courbes représentatives des fonctions
R* — R

R - R
It . E 1
x +— arcsin(cos ) x > arctan
x

Exercice 9.15. Résoudre les équations suivantes aprés avoir donné leur domaine
de validité :

2
(1) arccosz = 2arcsin (3) + g (2) arcsinz = 2arctanz
1 7r 3
(3) arctanz = 4 arctan 3) 32 (4) arccosz = 2arccos 1)
1-— 2
Exercice 9.16. Soit f(x) = arcsin w.
(1) Déterminer le domaine de définition et préciser la parité et la périodicité de
!
(2) En utilisant la relation cos(2z) = 1 — 2sin®z, déterminer une expression

T
imple d [—7, f].
simple de f(z) sur 53
(3) Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—27, 27].



