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Exercice 3.10. Calculer le module et I'argument de (1+1i)". En déduire les valeurs

. g ] n N n n N ‘S n n N n
S S s S =1— - e et Sy = — — ...
des sommes S, 9 4 6 et S, 1 3 5

1, arE_
1 /

, e~ -
CO&Q;E/SH\Q‘E->Q 4.

g
/141'— re

[’ln) lm: ‘/
bal= ek avily)- L) () ()

Qe[C/1+J9> 4‘[0*/:) ‘Eﬂ@ﬁ[ﬂvﬁj
(AN )= (F-(DD-(1).. T w1,

Exercice 4.1. Effectuer la division euclidienne du polynéme A par le polynéme B
dans les cas suivants :

1. A=X*"+2X3% - X +6, B=X3-6X%+X+4, dans R[X].
2. A=X°— X*+2X3+ X2+4, B=X2-1, dans R[X].
3. A=X2%-3iX —5(1+1), B=X-1+1i, dans C[X].
4. A=4X3+ X2, B=X+1+i, dans C[X].
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Exercice 4.2.

(1) Soit P € K[X] et (a,b) € K. Déterminer le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)(X — b) (on distinguera les cas a = b et a # b).

(2) Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = X" +
Xl X +1parQ=(X-1)>2

(3) Sans effectuer la division euclidienne, prouver que le polynéme A divise le
polynéme B dans les cas suivants :
a)A=X—iet B=X>-2iX?-i bA=X’-letB=X3+X?2-X—-1.

(4) Déterminer les réels a et b de sorte que X2+ 2 divise X* + X34+ aX?+bX +2
dans R[X].
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Exercice 4.4. Soit n € N. Montrer que 1 — X divise 1 — X" *! dans K[X] et donner
le quotient de la division euclidienne.
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Exercice 4.5. Soient A, B € K[X], A, B # (. Montrer que si A divise B et B
divise A, alors il existe A € K* tel que B = A\A.
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Exercice 4.7. Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que P — XP' = X7

Indication : Raisonner par l'absurde en supposant qu’un tel polynéme existe. Re-
marquer alors que P # (. Soit n = deg(P). Justifier que n > 1 puis examiner le
coefficient de X™ dans P— X P" en fonction du coefficient de X™ dans P. Conclure.
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Exercice 4.11. (1) Soit P € C[X]. Montrer que si deg(P) > 1 alors la fonction
polynomiale associée est une surjection de C sur C.

(2) Soit P € R[X]. Supposons que deg(P) est impair. En utilisant le théoréme
de d’Alembert-Gauss, montrer alors que P a au moins une racine réelle (on
retrouvera ce résultat avec une autre méthode ; voir exercice 7.15).
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Exercice 4.12. On considére deux polynémes (P, Q) € C[X]? vérifiant pour tout
zeC,
1P(z)] = |Q(2)]-
(1) Montrer que P et () ont méme racines.

(2) Montrer que si z; et une racine de P (et donc de (0), alors la multiplicité est
la méme.

(3) En déduire alors qu'il existe A € C, || =1 tel que P = \Q.
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Exercice 4.6. Soit P € K[X].

(1) Supposons dans cette question que deg(P) > 1. Montrer alors que deg(P’) =
deg(P) -1

) Montrer que P est constant si et seulement si P’ = (.
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