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1 Suppositions

Faisons quelques suppositions pour ’ensemble du chapitre

- =
Le plan est mini d’un repere orthonormé direct Ry = (O, i, )

L’espace est muni d’un repere orthonormé direct R3 = (O7 1,7, k)

2 Rappels

Voici quelques rappels importants

—- —
7,76R2,7<‘;> 7() I EEUTE Y

1 ba v = a2?+b27

77 = ajaz + b1b2

“ b 7—a7+a_}+a?
YUY ER U [ay | T |bo| = o _fj 2
o by Uby i +byj + b3k

Wet sont orthogonaux <= U.T =0

3 Projeté orthogonal d’un vecteur sur un autre

iU,V ERL T #0

Définition 1 (Projeté orthogonal). Le projeté orthogonal de U sur U est l"unique
vecteur noté Py () tel que :

i. Pw (W) est colinéaire o U
i. 4 —Py (W)LY

Théoreme 1. Si 7, v € P, avec U = ﬁ, alors :




777(7):Wx7

Preuve

On cherche A € R tel que :

Py (W) =20 = W — Py (V)=U — AV,

T -Po (W) LT e (T —2T).T =0 «= .7 — AT.T =0.
Comme ¥.7 = | 7|, on a

Uy Uy
'?7—AWW2=>A:HHQZ:P7GD:”|PX7.
Théoréme 2.V, T # 0 € Ry, :
T = 2|7l coso.
avec 0 = ﬁ
Preuve

1. =0 = % et ¥ colindaires de méme sens

U =A7,2>0
w7 = N7
||| 7| cos @ = [|IAT||[| V]| cos 0 = A|| T ||? car A > 0
™ ™
2. 0=—=ouf=—
2 MMV TS

OnaﬁJ_?,don(;7~7:0

D’autre part, on a ||7||||7|| cosf =0 car cosg = cos — = 0

2
T
s.0€]-3.3
On a cos(f) = T (f)
D’aprés le théoréme 1, on sait que Py () = f H72 -
°-

Donc, ||P— (7 %”7 W
— costt) = 1T

O ]
Puisque 0 € } —g T [ P+ () sont dans le méme sens donc U - ¥ > 0

Donc, on a @ - ¥ = || ||| 7| cos(8)



4 Déterminant dans le plan

Soient ., T € Ry, W () 7 <b>

as bo

Le réél det(, ¥) défini par

det(ﬁ, 7) = det <a1 Zl> = a1b2 — agbl.

az 02

Théoreme 3. Soient 7, U deux vecteurs du plan ou de l’espace et notons S  le par-
allelogramme de coté U etV

i. Aire (S=.=) = |27 |sin(®)] od 0 = 7,7

i. Dans le plan, Aire (Sz =) = |det(W, V)| = ’7 . WL’

Preuve. Aire (S5 ) = base x hauteur = || & — Pz ()

Aussi, [sin(0)]| = i _”P?” (7)”, d’ot,

Aire (S3 ) = ||| 7]| |sin(6)]
5 Equation cartésienne d’une droite dans le plan

%
Si D une droite du plan passant par A (a, 8) de vecteur normal w <a> #0

M(z,y)eD — AM -7 =0 < (x_C“)(Z) =0
vp

= ar—a)+by—P)=0 < ax+by— (aa+b5) =0

Théoreme 4. Toute droite du plan admet une équation cartésienne du type ax + by +

a
c=0,(a,b) # (0,0) et (b) un vecteur normal a la droite et un vecteur directeur est

6 Equation cartésienne d’un plan dans ’espace

a
Soit P un plan de 'espace passant par A (o, 3,7) et un vecteur normal AR + ﬁ
c
T —« a
—
M(z,y,2) €P <= AM -7 =0 < |y—-8]|-|b| =0
z—7 C

= ar—a)+bly—0)+c(z—7)=0 < ax+by+cz—(aa+b8+cy)=0



7 Distance d’un point a une droite

dist (M, D) = min(MN) = M H Ou H est le projeté orthogonal de M sur D
——
NeD

Théoreme 5. Si D est la droite passant par A de vecteur normal T et dont une équation

cartésienne est donnée par D : ax +by+c =0 et si M (Zpm, Ym) est un point du plan, alors :

‘AM n‘

|azm, + bym + ¢|
dist (M, D — .
(WEP) = Vi
Preuve. Notons o = m
Y ERT
On a P+ (7) = HM. On sait que P4 (7) - W T
Dot : dist (M, D) = ||Pw ()] |7_>|T;|W |7|n|7|1

De plus, m fm T L
Ym — Ya

Comme D a pour équation cartésienne ax + by +c =0

ﬁ}D “ . Donc AM -7 = Tm T Fa) (4 a(zm —xa) + 0(Ym — ya)
b Ym — Ya b
c

= a&y + bym — (axa +bya). Donc A €D = axs +bya = —

—
D’ou ’AMW‘ = lazxp + byn + ¢

—
Donc ‘AM. n‘ _ ‘axm‘f‘bym'i'c‘
A Va2 +b?

8 Distance d’un point a un plan

P:ar+by+cz+d=0

Théoreme 6. Avec les notations précédentes :

4_)%
dist (M, P) = ‘AMTL' _ ‘axm+bym+czm+d‘
SMP) =T E T T Verrre

8.1 Produit vectoriel (dans ’espace)

Définition 2. Soient W, V,YA € R, U # AT On définit & AU comme Uunique vecteur
tel que :

i UANT L d et d AT LT
ii. | @ AT = 7|7 sin(6) ot 6 = (T, 7)
ii. La base (W, 0, d AV est directe




Convention

%
Si W et ¥ sont colinéaires, alors UANT =0

Remarques

L UANT =0AT
ii. |7 AT = Aire (Sz.w)
- = =
iii. si ¢, j, k est une base orthonormée directe, alors :

- = > i - = =
T ANj =k kNt =] J

iv. Pour tous 7, 7, Wet\e R, alors:

e VAT =AU AT)
e (U+NANT=UANT+T AT

aq bl
Proposition 1. Soit U | as | et U | by

as bg
Alors :
CLng 70,3()2
7/\72 —(a1b3—a3b1)
a1by — azby
- -
Preuve. 7:a1—i>+a27+a3kz 7=b1—i>+b27+537€
- -
UNTY = (a17+a27+a3k) A (b17+bz7+b3k’)
%
:a1b17/\?+a1bg—i>/\7+a1bg7/\ k...
a1 R 5

O

Définition 3. Soient 7, 7, W. on va appeler déterminant ou produit mizte le réel définit
par :

det(T, 7, W) = T - (TAD).

Interprétation géométrique

|det(77 o, ﬁ)| = volume du parallélépipede engendré par les vecteurs

det(ﬁ,?,ﬁ?) < U, V,W coplanaires (admis)

9 Equation cartésienne d’une droite dans ’espace



Théoréme 7. L’ensemble D des points M (z,y, z) tels que :

) ar+by+cz+d=0
*
dx+by+dz+d =0

- / . : =
avec M | b |,n | b | est une droite de vecteur directeur n A n

9
o

Réciproquement, toute droite de l’espace admet une représentation de type (%) qu’on appelle

un systéme d’équation cartésiennes de D

— — —
Preuve. Comme 70 et n’ non colinéaires, @ An' = 0

De plus, les plans :
Prax+by+cz+d=0
P =dz+by+cz+d=0
N — N _/> N 12
ne sont pas paralleles (7 est normal & P, n’ normal a P’)
Donc, PNP' # &
Soit A (xo, Yo, 20) € PN P’
%
Montrons que D = P NP’ est la droite passant par A est dirigée par wnn

SOit M (.’E07 Yo, Z())

ar +by+cz+d=axg+byy =czo+d
MeD Y 0 Yo 0

dx+by+cdz+d=dzo+byy+cz+d

a(r—2x0)+b(y—yo) +c(z—2)=0

!

——

a' (x—x0)+ 0 (y—yo) +¢ (z2—2) =0

Zﬁ\? w=0 —

. = —>

Alors M e P <= ¢ _, < AM et 7 A7 colinéaires
AM -n' =0

%
Donc, D est la droite passant par A et dirigée par AN

10 Equations paramétriques

e Droite dans le plan

0
Soit D une droite passant par A (a, 3) et le vecteur directeur i (Z) # <0>

Soit M (z,y)

Alors M € D — m et U colinéaires

—
det(AM, ) =0 = équation cartésienne

3t € R, AM — 77



— (") =t ter
y—_ b
r=ta+ «

= ,teR
y=tb+p

e Droite dans ’espace
a

Soit D une droite de I'espace passant par A («, (8, ) dirigée par 7| b]|. Alors :

C
r=a+at
MeD < (y=8+bt ,teR.
z=7v+ct
11 Plan dans ’espace
a a’

. e = =
Soit P un plan de 'espace passant par A («, 3,7) dirigée par Tlbvletd | 0|, W # A\u
!
c c

Alors :

M (z,y,2) € P — m, 7,7 coplanaires
¢:nﬂﬁ:f7+ﬂ7¢ﬂeR
r=a+at+adt
= Qy=B+bt+bt tt'eER
z=y+ct+ct

Exemple 1 (Exemple de convertion paramétrique a cartésienne). Soit P le plan

donné par le systéme d’équations paramétriques suivants :

x=14+2t+ 3t
P:qy=3+t+t
z=—5—t+2t

Trouver une équation cartésienne de P

Soit A(1,3,-5),AeP(t=t =0)

2 3
M(x,y,z)epﬁm:tﬁ—kt'?od? 1 |et@ |1
-1 2

- (7, ?) est un couple de vecteurs directeurs de P, donc U AT est un vecteur normal
de P



UANT=|1]|A|l=7|=7

~1 -1
z—1 3

—

AM 17 — |y-3]| |-7|=0
z+5 -1

e 30-3-Ty+2l—2-5=0 < 3x—Ty—2+13=0

12 Distance d’un point d’une droite dans ’espace

Soit D une droite dans l’espace de vecteur directeur o passant par A et soit M un point de

I’espace

La droite D et le plan P s’intersectent en un point H qu’on appelle le projeté orthogonal de M

sur D

dist (M, D) = MH. Soit @ = AM
A(Szw) =T AT = |AM AP
De plus, A (S5 ) = | V| MH

—
— HAM/\7||
Donc ||AM/\7H = H7||MH = =MH
edl

Théoréeme 8. Soit D une droite de l’espace passant par A et de vecteur directeur U et soit

M un point de l’espace. Alors :

H
dist (M, D) = ||A]|‘|4 A|7|.

13 Distance entre deux droite dans ’espace

Soit D1, Dy deux droites de I'espace

Cas 1 : Dy parallele a Do

On choisit Ay € D;. Donc dist (D1, Dy) = dist (A1, D)
Cas 2 : Dy et Dy sont sécantes. Alors dist (Dq,D2) =0
Cas 3 : Dy et Dy sont ni paralleles ni sécantes.

Le point clé est la notion de perpendiculaire commune.

Proposition 2 (Perpendiculaire commune). Soit D; et Dy deuz droites non paralléles.
Alors il existe une unique droite A perpendiculaire a Dy et Dy. La droite A s’appelle la

perpendiculaire commune a Dy et Dy




Définition 4. Si A et Dy sont deux droites de l’espace de vecteurs directeurs U et 71

On dit que A et Dy sont perpendiculaires si :

[ ] 771:0

e AND, £ 3

On choisit A; € Dy, U ;1 vecteur directeur de D; et on choisit Ay € Do, U 5 vecteur directeur de
D,

Soit @ = U1 A Uy

On considére P; passant par A; et dirigé par w1 et @
On considére P, passant par A, et dirigé par Ws et o
On pose ensuite A = P; NPy

Si Py et P, étaient paralléles, alors il existerait 77 #+ ﬁ
7 normal & P; et Ps
L 71 et W L 72 = 71 colinéaire & U
— 77 colindaire &4 W et W L U

— =0 (absurde)

Montrer que A est perpendiculaire & :

e D 71 A 72 vecteur directeur de U
71 est un vecteur directeur de D et 71 A 72 1L 71

De plus, A et D; sont deux droite de P; et comme elles ne sont pas paralleles, elles sont sécantes

— On est ramenés a calculer Hy Hy ou

{H1} =AND;
(Hs} = AN D,

det(AlAg, 71, 72) = det(AlHl —+ H1H2 + HQAQ, 71, 72)

= (AlHl + H Hs + HZAQ) (U1 AT o)

=0 =0
— A H AT TR Wa) + HiHo (U1 A Wo) + Ho Ao R T N U 2)

— = =

— det(A1As, U1, Wo) = HiHy - (W1 A U2) = |Hi Ha ||| W1 A W s cos(6)
ol f = (Hle, Uy A 72>

Or, Hi Hy et W1 A W+ sont colinéaires, Donc 6 = 0 ou 6 = 7 ( mod 27)
D’ott |cos(f)| =1

— )det(A1A2, 71772)‘ = H{Hs x Hﬁl A\ 72”

det(A1A2,71772)
H{Hy =
— 1A ]




Théoréme 9. Soit Dy une droite passant par Ay dirigée par U1 et Dy une droite passant

par As et dirigée par Us. Alors :

det(A1 Ay, W1, )
dist (D1, Ds) = 171 A s

10




