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1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de résoudre un systeme linéaire a p équations et n inconnues

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty, = b

WAp1T1 + ApaTo 4 -+ App Ty = by

Les a;; et les b;; sont des réels donnés tel que :

1<a;;<p, 1<0b;<p

Une solution de (S) est un n-uplet (21,2, -+ ,z,) qui vérifie les p équations de (5)
Exemple
r+y—2=0
(S)Jy+2z=0
r—y+22=0

(SN

(z,y,2) = (—%,2,2) est une solution de (S) mais pas (—1,1,0)

2 Meéthode du pivot de Gauss
Idée

61171 + @122 + - -+ a1nTy = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = bo

Ap1T1 + Ap2Z2 + -+ + App Ty = by,
Par des opérations élémentaires, on va se ramener a un systéme équvalent triangulaire
avec a;; =0, j > j
2.1 Opérations élémentaires
i. échange de L; et L; 1
ii. remplacement d’une ligne L; par AL; + pL; ou i # j,A# 0,7 € R

On peut appliquer & un systéme (S) une des ces deux opérations élémentaires tout en gardant
un systeme équivalent



Exemple 1

Résoudre le systeme

y—3z=-1
(Y z+2=-2
20 —2y+52=—5

lr4+2z=-2
— Jy—3z=-1
20 — 2y + 5z = -5

La premiere étape consiste a éliminer 'inconnue x dans la deuxiéme et troisieme équation en
utilisant la deuxieme opération élémentaire

T+z=-2
(S1)y—32=—1 (2L — L)
20 =2y + 5z = —5

TH+z=-2
<~ y—3z=—1 (2L17L2)
2y—3Z:1 (2L1 —Ls)

r4+z=-2
— Jy—3z=-1
3z2=2
r+z=-3
— qy=-1432=2
z=1

Le systéme a une unique solution donnée par (z,y,z) = (—3,2,1)

Exemple 2

r+y—2z=3

(So)dax—2y+2z=1
r+2y—32=0
r+y—2z=3

= 3y—32=2 (L1 — Lo)
—y+2z=3 (L;— Ls)
r+y—2z=3

< (3y—32=2
0=11 (Ls+3Ly)

Comme 0 # 11, le systeme (S) n’admet aucune solution



Exemple 3

r—y—2z2=3
r—2y+z=1
z4+2y—32=4

!

—y+z=3-=-2 (L — Ly)

r+y—2z2=3
Jy—3z2=2
0=0 (3Ls+ L)

!

r+y—2z=3
3y—3Z:2 (Ll—Lg)

:%4_75
— qy=2+t VteR

z=t

z est donc un parametre libre. On peut prendre z = ¢,Vt € R

Exemple 4

Résoudre (S4) selon la valeur du parametre m € R

r+y—z+2t=1
20 +4y—62—2t=0

S

(S4) —xr+y—3z2—9t=-2
r—2y+52+ 13t =m+14
r+y—z+2t=1
2y — 4z — 6t = — —
—2y—42—7t:—1 (Ll—Lg)
3y—6z—11t=—-m—3 (L1 — Ly)
r+y—z2+2t=1
2y —4z — 6t = -2

<~
t=-1 (Ls— L)
4t = -6+ 2m (2L2—2L4)
r+y—z2+2t=1
2y —4z — 6t = -2
t=-1
0=—-4—2m (4L3— Ly4)

(S4) a une solution <= —-2m —4=0 < m = -2

Sim=-2:



r+y—z2+2t=1
2y —4z — 6t = -2
t=-1
0=0

r+y—z2+2t=1
= (2y—4z—-6t=-2 VsecR

z=st=-—1
T=-5+7
=2s—4

= 4 s Vs € R
z=3S8
t=-1

Sim # —2, le systéme (S4) n’a pas de solution

3 Lien entre le systéeme linéaire et le déterminant

Supposons que (S) soit un systéme linéaire & deux équations et deux inconnues, i.e

avec (a1,b1) # (0,0), (ag, bs) # (0,0)

g ar+biy=c1
asx + by = o

. . —b
a1x + b1y = c1 est une droite Dy de vecteur directeur 171 ( a 1>
1

. . —b
a2x + bay = co est une droite Dy de vecteur directeur u_>2 ( a 2
2
(S) a une unique solution si et seulement si D; et Dy sont sécantes en un unique point, donc
si et seulement si 17{ et 172> sont non colinéaires
Donc, (S) a une unique solution si et seulement si det (u, u3) # 0
De méme, on peut montrer que

a1 x + b1y +ci1z=d;
() § agx + boy + c2z = dy
asx + b3y + c3z = d3

ai a2 as
(S) a une unique solution <= det by |, (b2 ],0b3],] #O
C1 C2 C3



