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1 Objectif

Donner un cadre général pour généraliser la structure de R? et de R?

Exemple

2 (In(z) + €%) = 21n(x) + 2e*

Peano, 1880

2 Espaces vectoriels

R-espace vectoriel si E est muni de deuzr opérations :

1. une opération interne notée +

7. ume opération externe notée X

+:ExFE—FE
x:RxFE—FE
qui vérifie les 8 axiomes suivants

Vu,v,w € E,VA\, peR

i (u+v)+w=u+(v+w)

. u+v=v+u

1. 0g tel queVu € E,u+0p = u
w. Yu € E,Ju" tel queu+u- =0g
v. AMu+v) = u+ v

vi. (Ap)u=\(uu)

vt 1 Xu=u

Définition 1 (Espace vectoriel). Soit E un ensemble non vide. On dit que E est un




2.1 Définitions

Les éléments de F sont appelés
Les éléments de R sont appelés

Théoréme 1. L’élément Oy vérifiant iii est unique

Preuve. Supposons qu'il existe O et 0gs deux éléments de E qui vérifient E

En appliquant iz & Og et u = 0py,

O +0g =0 +0g =0g.

En appliquant iz & u = 0 et Op,

Og:+0g =0g +0g =0g.

—t OE:OE'

l’opposé de u

Théoreme 2. Soitu € E Alors l’élément u™ vérifiant iv est unique. Le vecteuru™ s’appelle

Preuve. En effet, supposons que Ju; ,u;, € E vérifiant v

Ona:

u+u, =u; +u=0g

utuy =uy; +u=0g

On ajoute ug- a (1)

(u—l—uf)—l—u;:u2_+(u1_+u):OE+u2_:u2_.

Proposition 1. Si u,v,w € E;A€R, on a

1. u.0 =Og
. um = (—1).u
7ii. A.0g = 0g

w utv=utw = v=w

A=0

Au=0g < ou

<

u:OE

Prewve. 0.u =0 ? u+0u=1u+0u=(14+0).u=u
(—Du=uv ? (-)ut+u=(-1)u+lu=(-1)+1).u=0u=0g

Voir le fasticule pour la preuvec de la suite de la proposition



Exemple 1. Quelques exemples d’espaces vectoriels

1. R est un R-espace vectoriel

2. Soit n > 2, R" = {(uy,uz, - ,un),u; € R,1 <i<j} muni de deux opérations suiv-
antes :
i utv=(u+v1, 0, +vp)

it. Ae R u= (Auy, -, uy)
On vérifie que (R™, +,.) vérifie les 8 axiomes d’un espace vectoriel

3 RX]|={PX)=ap+a1 X+ - +a, X"} otneNa €R,0<1i<n munide deuz

opérations

soit P ( Z%X QX Zkak

N
i. P(X)+ Z ap +bg) X
k=0
N
ii. Ne R,AP(X Z Aa; XF
k=

On vérifie que (R[X],+,.) est un EV

4. Soit I un ensemble quelconque. E =F (I,R) = {f : I — R}
muni des deuxr opérations suivantes :

fg: I—R

(a) f+g:1+—R,f+g=f(r)+g()
(b)) AeR A IT— R, (Af)(z) = Af(x)

5 RN = {u = (Un),en > Un € R} Muni des deuz opérations + et .

(RN, +, ) est un R-espace vectoriel

3 Sous-espaces vectoriels

Définition 2 (Sous-espace vectoriel). Soit (E,+,.) un R-espace-vectoriel.

On dit que F' € E est un sous espace vectoriel de E si F' vérifie deuz propriétés :

1. Og e F

2. Vuyn e FYAeER, onalu+veF

Proposition 2. Si (E,+,.) est un R-espace vectoriel et F un sous espace de E, alors

(F,+,.) est un R-espace vectoriel

Preuve . évidente



Exemple 2. Quelques sous-espaces vectoriels

. F'= {(z,y, z) € R3 x4y + 2z = O} Montrer que F est un espace vectoriel
R3 est un espace vectoriel

Montrons que F est un sous espace vectoriel de R?

(a) Ogs = (0,0,0) € F car0+0+2x0=0
(b) Soit uy = (x1,y1,21) € Fyuz = (22,y2,22) € F
11 suffit de montrer que Auj + ug € F
ii. G={(z,y,2) ER® 1z +y+2:+1=0}
Orsnon € G donc G n’est pas un sous espace vectoriel de R®
iii. soit F={feC*R,R): f'—f=0}
Montrons que F' est un sous espace vectoriel de F (R, R)

F e F(R,R)

(a) OJ-'(R,]R) :R— R
Donc Opw gy est deuz fois dérivables et O’}(RR) —0r®rpr) =0

(b) a finir

Définition 3 (Combinaison linéaire). Soit E un espace vectoriel sur R

et soit {uy,us, - ,un}t une famille de vecteurs sur E

On dit qu’un vecteur w € E est une combinaison linéaire de {uy,us,--- ,u,} s%l existe

A1y, Ap des réels tel que

n
i=1

On note Vect{uy,--- ,u,} l'ensemble des combinaisons linéaires de {uy, - ,un}

Exemple 3 (Exemple). Si E = R[X] lespace des polynémes a coefficients réels
Soit N € N

N
Veet {1, X,X? X% - XN} =3 " XNX N €R1<i <N =Ry[X].
=0

Ot Ry [X] est lespace des polynomes de degré < N

Proposition 3. Soit E un R-espace vectoriel Soit {u1,us,- - ,u,} une famille de vecteurs
de E, alors
i. Vect{ui,ua, - ,u,} est un sous espace vectoriel de F

1. Si ' est un sous espace vectoriel de FE et si V1 <i <n,u; € F

alors Vect {uy,ug, -+ ,upn} C F

iti. Si A et B sont deux familles finies de E Si A C B, alors Vect {A} C Vect{B}




n
iv. Supposons qu’il existe Ag,--- , A, € R tel que uy = Z Al .
i=2

Alors Vect{uy,--- ,un}t = Vect {ug, - ,u,}

Preuve de (i). Voici la preuve

1. 0g = ZO.ui € Vect{uy, - ,un}
i=1

2. Soit u,v € Vect{uy, - ,un}, A, u € R On peut écrire u et v sous la forme
n n

u = E Aitls, U = E i
i—1 i=1
n

Alors Au+v = )\zn:)\iui —I—)\zn:,uiui = Z(A)\i + i) U

i=1 i=0 i=1
Donc Vect {uy,- - ,u,} est un sous espace vectoriel
Preuve de (iv). Montrons que Vect {ug, -+ ,u,} C Vect {ur,ug, - ,un}

n n
Soit u € Vec{ug, - ,u,}. Alors u = Z pTT— Z it
i=2 i=1
Donc u € Vect {uq, -+ ,un}-

Ainsi Vect {ug, -+ ,u,} C Vect {ug,ug, -+ ,un}
Montrons que Vect {uy,us, -+ ,u,} C Vect{ug, - ,un}
Soit u € Vect {u1,ua, - ,un}. On peut écrire u sous la forme

n n
U = Zuiui = p1uy + Zlhuz
i=1

1=2

Or, par hypothese :

n
Uy = E ity
i=2

Donc
n
Hiul = Zﬂi)\iui~
i=2
et
n
u= (i + pi) u; € Veet {ug, -+ ,un}.
i=2
Définition 4 (Famille génératrice). Soit E un R-espace vectoriel et soit {uy, - ,un}
Une famille de vecteurs de E. On dit que {uy, - ,u,} est une famille génératrice de E si
Vect{uy, -+ ,un} = E.
Autrement dit, {u1,--- ,u,} est génératrice de E si pour tout vecteur uw € E, il existe




AL, 1y € R tel que

n

U= Z)‘iui'

i=1

Exemple 4 (Exemple ). E =R"
e1 = (1,0,---,0),es = (0,1,0,--- ,0),e, = (0,0,--- ,1)

Alors {e1, -+ ,en} est une famille génératrice de R™ car, si u = (u1,us, -+ ,u,) € R" Alors
n

u = E U; €4
i=1

Exemple 5 (Exemple). E =Ry [X] =Vect{1,X,--- , X"} = {1,X,---, X"} est une
famille génératrice de R,, [X]

Exemple 6 (Exemple).

20 4+3y—z+1t=0
F={(z,y,21t) € R* et Y
r—y+2=0

Question : Trouver une famille génératrice de F

Soit u = (x,y,2,t) € F

u = xey + yes + zez + tey.

e1 =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)
Probléme : ey & F

F CVect{ey, - ,es}.

Soit u = (x,y,z,t), On a

2r+3y—z+t=0

u€F «—
r—y+2z2=0
r=y—=z
—
t=—-5z+43y

Doncue F = uw=(y—2z,y,2,—dy+32)=y(1,1,0,-5) + 2 (-1,0,1,3)
F c Vect{ui,us} ot uy = (1,1,0,-5) ,us = (—1,0,1,3)
De plus,
2x143x1-0-5=5-5=0
1-1+0=0

— u; € F



De méme, on vérifie que ug € F = Vect{ui,us} C F

Done, F = Vect{uy,uz}

Définition 5 (Famille libre). Soit E un R-espace vectoriel et soit {uy,uz, - ,un}

une famille de vecteurs de E. On dit que {uy,ua, -+ ,un} est une famille libre si

> Aiui =0p = V1 <i<n,\=0.

i=1
Si {uy, - ,un} n'est pas libre, on dit que {uy,--- ,u,} est liée
Autrement dit, {uy,- -+ ,un} est liée si et seulement si il existe (A1, -+, An) # (0,---,0) tel

n
que Z Niu; =0g
i=1

Remarque

Sin=2
U1, U2 lide <— 3 ()\1, )\2) 7é (0,0) tel que Auq + Agus = Op
Done, {uy,us} libres <= wuy et ug non colinéaires

Exemple 7 (Exemple). e; = (1,0,---,0),e2 = (0,1,0,---,0),e, = (0,0,---,1) Alors

{e1,ea,--- ,e,} est libre dans R"

n
car E Aie; = Opn
i=1

OTZ)\iei = ()\1,"' a>‘n)
i=1

Donc ()\17'" »)\n) =0gr =— X\; =0

Exemple 8 (Exemple). {1, X, X% - XN} est une famille libre de R, [X] car

N .
> XX =0g,x)-
=0

Proposition 4. Soit E un R-espace vectoriel Alors :

i. siu € E,{u} estlibre < u # 0p
1. Une famille contenant le vecteur nul n’est jamais libre

1i. Si A et B sont deuz familles finies de vecteurs et supposons A C B
Si B est libre alors A est libre

Si B est génératrice alors A est génératrice

. Stvy,- v, € B, Alors {v1,va, -+ ,v,} est libre <= aucun des vecteurs v; s’écrit

comme une combinaison linéaire des autres vecteurs {vj : 1 < j < n,j#i}

v. Sivy,v9,. .., v, est libre et siw & Vect (v1,...,v,) Alors {vy,--- ,v,} est libre

Preuve de (v). Soit A1, , Ap, A € R tels que Adjvg + Aqva + - -+ + Ayvp, + Aw = 0



Supposons que A # 0
= An
ALors w = —1v1-~- ,——

A A
Donc

Donc )\11)1 + )\21)2 + - )\n’l)n = OE

v, Done w € Vect {vy,--- ,v,} ce qui est absurde

Comme {vy,- -+ ,v,} est libre, on en déduit que V1 <i<n,\; =0 O

Définition 6 (Base). Soit F' un R-espace vectoriel

i. On dit que E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice de E de cardinal

fini
it. Soit {uy,--- ,un} une famille de vecteurs de E On dit que {uy,--- ,u,} est une base
de E si{uy, -+ ,u,} est une famille libre et génératrice de E
Remarque
Si {u1,...,un} est une base de E alors Vu € E, il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) € R" tel
que
n
i=1
En effet, si
n n
w= Nu; =Y Biuj,
i=1 i=1
alors

ce qui implique
)\i_BiZOa Vlgzgn

Rappel

Petits rappels :

e [ est de dimension finie si F¥ admet une famille génératrice de cardinal fini.

e Une base est une famille génératrice et libre.

Théoréme 3 (De la base incompléte). Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie
tel que E # {0g}.

Soit L = {uq,...,up} une famille libre et G = {v1,...,vs} une famille génératrice de E.

Alors :

. D

Preuve. (a) Montrons que card (£) < card (G)



Fait 1 : Il existe 1 < j < ¢ tel que {uq,...,up—1,v;} est libre. En effet, supposons par I’absurde

que :
V1 < j <g, la famille {us,...,up—1,v;} n’est pas libre
= V1 <j<gq,v; € Vect {us,...,up_1}.
= Vect{v1,...,v4} C Vect {u1,...,up_1}.
Donc u, € E C Vect {u,...,up—1}, c’est-a-dire qu’il existe Aq, ..., Ap—1 des réels tels que :
Up = AU + -+ Ap_1Up_1.
= {w1,...,Up—1,Up} n'est pas libre, absurde.

Fait 2 : Conclusion, p < g.

Fait 1 = 3®(1) € {1,...,¢} tel que

{u1,...,up—1,ve(1)} est libre.

Fait 2 = 3®(2) € {1,...,q} tel que
{ul, ey Up—2, Vp(2) Uq;.(l)} est libre.

Donc on construit une application

d:{1,....,pt—{1,...,q}

telle que {’Uq;.(l), VH(2); - - - ,vq>(p)} est libre.

Remarquons que ® est injective. En effet, si ¢ # j, 1 < 4,5 < p, alors ®(i) # P(j), car sinon,
si ®(i) = ®(j), on aurait ve ;) = va(j), et la famille {'U(I;.(l), . ,v¢(p)} ne serait pas libre. Donc
P=q.

(b) Si L est génératrice, c’est terminé car £ est une base.

Si £ n’est pas génératrice, alors il existe 1 < j < ¢ tel que v; ¢ Vect {u1,...,u,}. En effet, sinon
V1 <j<gq,v; € Vect {us,...,up,}, ce qui contredirait le fait que £ n’est pas génératrice.
Notons cet indice j = i1, c’est-a-dire v;, ¢ Vect {uq, ..., up}.
= L1 = {u1,...,up,v; | est libre.
Idée :
{ui, ..., up,v1,...,04} est libre et génératrice, donc c’est une base.
O

Proposition 5. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}

Alors (i) E admet une base (2) et toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments

Preuve. (1) Soit uw € E,u # 0g £ = {u} est une famille libre.

Comme FE est de dimension finie, il existe G = {v1,--- ,v,} une famille génératrice de E



Soit L est une base de FE

Théoreme de la base incomplete —- Soit Jv;,, -+ ,v;, des vecteurs de G
tel que {u,v;, -+ ,v;.} est une base de F
(2) Soit By, By deux bases de E Si By est libre et By est génératrice, alors card (B1) < card (Be)

Pareil & 'envers, donc card (B;) = card (B2) O

Définition 7 (Dimension). Soit E un R-espace vectoriel, E # {0g} de dimension finie

Alors la dimension de E est le nombre entier non nul, noté dim (E) défini par dim (E) =
card (B) ot B est une base de E

Si E ={Og}, on pose dim E =0

Exemple 9 (Exemples). Petits exemples
1. E=R"

Une base de R™ est donnée par {e1, - ,en}, oie; =¢0,---,0,1,0,--- 0, ,1<i<n
—_———

i—170”
Done [dimR" = n|
2. E =R, [X]
{1,X,X2,--- ,X”} est une base de R, [X]

| dim R, [X] =n + 1]

3. R[X] est un espace vectoriel de dimension infinie

Exemple d’application du théoréme de la base incompléte

Soit E = R3, (e, e, e3) est la base canonique

wy = (1,1,1) # Ogs

{uy,e1} est libre

Est-ce que uq,e1,es est libre ?

On résout le systeme A\juy + Aseq + Azes = Ogrs Et on trouve que oui

uy,e1,es est génératrice pour les mémes raisons

Proposition 6 (Corrolaire). soit E un R-espace vectoriel de dimension finie égale a
n=dmF >1

Soit B=wv1,--- ,v, des vecteurs de I, alors :
i. sip>mn, alors {vy, -+ ,vp} est liée
it. sip <m, alors {vi,--- ,vp} nest pas génératrice

1ii. si p =n, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. B est une base
2. B est libre

3. B est génératrice

10



Preuve. (i). Sip>n

Comme dim F = n, il existe une base B de FE tel que card B=n
Supposons par 'absurde que {p1,--- ,vp} est libre

alors card {v1,--- ,vp} < card B Avec B génératrice

Alors p < n, absurde

(4i.) idem

(791) (1.) = (2.) et (1.) = (3.) par définition d’une base

Montrons que (2.) = (1.) On suppose que C = {v1,--- ,v,} est libre, on doit montrer que

c’est une base

Supposonq que C n’est pas une base, donc n’est pas génératrice
Jw € B tel que w ¢ Vect C

Donc {vy, -+, v, w} est libre

Donc card {vy, -+ ,vp,w} <n = n+1<n. Absurde

n+1 vecteurs

(3.) = (1.) exercice O

Exemple 10 (Exemple). Soit E = R [X]

Soit By[X]=1,P [X] =X -1,P[X] = (X —1)*,P3[X] = (X —1)°
Montrer que P = Py, Py, P2, Py est une base de Rj [X]

On sait que dimR3 [X] =4

Commen card P = 4 = dimR3 [X], pour montrer que P est une base, il suffit de montrer

qu’elle est libre
Montrons que P est libre

Soit Ao, A1, A2, Az € R, tels que:
MoPo + MNP+ XoPo+ X3 P3 =0.
Xo+M (X =1+ XX -1+ (X —1)>%

En évaluant en X =1, on obtient que A\g =0

On factorise par (X — 1) et on montre que Ay = Ao = A3 =0

Proposition 7. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie et soit F un sous

espace vectoriel.

Alors :

1. F est de dimension finie et dim F' < dim E

1. dmF =dimFE < E=F

Preuve. n = dim F

i. Montrons que F est de dimension finie

11



Si FF={0g}, alorsdimF =0<mn
Sinon soit £ une famille libre de F', alors L est libre dans F et card £ <

Soit Ly une famille libre de F' de cardinal maximal, On sait que card £ <

Lo est aussi génératrice de

11 suffit de montrer que F C Vect Lg

(a) sive Ly = v e Vect L

(b) si v ¢ Loy, supposons que v & Vect Ly
Comme L est libre, on sait que Eé) = Lo U {u} est libre
Donc card £;) =card Lo+ 1 > card L
Ce qui contredit la maximalité de Lg

Donc v € Vect £ Donc F € Vect Ly

Donc Ly est génératrice de F'. Donc F' est de dimension finie

n

n. Montrons que

De plus, comme Ly est une base de F, on a dim F = card Lo <n =dim FE

Remarque

i. Siup et up sont des vecteurs de R2, alors {uy,us} est une base de R? «— det(ug,uz) #0

ii. si ui,us,us sont des vecteurs de R3,

alors {u1,us,us} est une base de R®* <= det(uy,us,u3) # 0

On définit le rang de {u1,...,up} comme la dimension de Vect{ui, ..., up}

On note rg{ua, ..., u,} = dim (Vect{uy, ..., up})

Définition 8. Soit E un espace vectoriel de R et soit {us,...,u,} des vecteurs de E

Remarque

Si E est de dimension finie, alors rg{u.,...,u,} < min(p, dim E)

Preuve. Vect{u1,...,u,} est un sous espace vectoriel de E = dim Vect{uq,
De plus; comme {u1,...,u,} est une famille génératrice de Vect{u,...,u,}

On a dim (Vect{u,...,up}) < card{us,...,up} =p

Remarque

On arg ({u1,...,up}) =p < {u1,...,u,} est libre

3.1 Méthode pratique pour calculer le rang

Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et soit {eq, ea, €3, e4} une base de E

12

Uy <dimFE



Soit
up = e +e3 + 2ey
U9 :262+637€4
us = 261 + 262 + 363 + 364

Uy = €1 — 2e9 + 3ey4

Calculer rg {uy,u2,uz, ug}

1 2 1

0o 2 2 =2
11 3 0

2 -1 3 3

1 0
0 -2
1 1 -1
2 -1 1 1
1 0 00

0 2 00

1 1 00

2 -1 0 0

On a alors Vect {uy,ug, us,ug} = Vect {us,ua} car il y a deux colonnes nulles & la fin de la

méthode du pivot
Or, {uy,us} est libre donc rg ({uy, uz, us, us}) = 2 et {ug, us} est une base de Vect {uy, us, ug, uq }

uhy =0 = ug —u3 =0 = ug — (uz —2u1) =0 = u3z = uz + 2uy

3.2 Opération sur les sous espaces vectoriels

Définition 9. Soit E un R-espace vectoriel et Fy et Ey deux sous espaces vectoriels de E

On définit la somme de E1 et E5 comme :

Ju; € Fq
FEi+E;=<Cu€eE, U= Ui + U
Jus € Fo

Théoréeme 4. Soit E un R-espace vectoriel et Ey1, By deux sous-espaces vectoriels.

Alors

1. E1 N Ey est un sous espace vectoriel de

1. F1 4+ Fo est un sous espace vectoriel de E

Preuve. Exercice O

13



Attention

FE1 U E5 est un sous espace vectoriel <= Fy C EyV Es C E;

Théoréeme 5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit Eq, Eo deux sous espaces
de E. Alors on a

Preuve. Soit B = {uy,...,u,} une base de Ey N E,

Par le théoréme de la base incompléte, il existe des {v1,...,v,} € E1, {w1,...,wy} € Es tel que
{u1,...,up,v1,...,vp} base de By et {u1,...,up,w1,..., wq} est une base de E
On a donc :

dim (E1 n Eg) =T

dim F; =7 + p.
dim Fy =r +q.
Remarqions que : Eq + Ey = Vect{ui, ..., up,v1,...,0p, W1 ..., Wp}

En effet, u; € By C By + Eo

u; € By C By + Eo
Uj€E1CE1+E2
wg € By C By + Es

Soit t € F1 + E»

Alors t s’écrit sous la forme t = t1 + to,t1 € Fq,t5 € Ey

t1 € Vect{uq,...,up,v1,...,0p} C Vect{u,...,up,v1,...,0p,w1,...,we}
ty € Vect{uy,...,up,wi,...,wq} C Vect{us, ..., up,v1,...,0p,w1,..., w4}
Montrons que : {ui,...,Up,V1,...,Vp,W1,..., W} est libre

Soit A1, ..oy Ary i1, - ooy fpy V1, - - -5 Vg des réels tel que

At + -4 Aty + v 4 - Uy + 1w + -+ Yqwg = 0g.

. ,ylwl_i_..._i'_rquq:—()\1U1+"‘+)\rur+ulvl+:U’PUP)'

— A/l:-..:’yl]:()

Donc ,

AUt + -+ Apty + 101 + - papp + 1w £ -+ Ygwg = O

Comme {u1,...,ur,v1,...,0,} est libre, on déduit que

AIZ"':)\T:MIZ"':MZ)ZO'

14



Donc {ui,...,ur,v1,...,0p,w1,..., W} est libre donc est une base de £y + Es
Conclusion :
dim (Ey + E2) =7+ p+ g = dim Eq + dim Ey — dim (E; N Ey)
O

Définition 10. Soit E un espace vectoriel et soient E1, Es deux sous espaces vectoriels de

E. On dit que Fy et Ey sont supplémentaires dans E si

E+ FE1+ Fs etE]_mEQZ{OE}.

Notation : E = F; ® Ey

Théoréme 6. Soit E Un espace vectoriel de dimension finie, E1, Fo deuz s.e.v de E

Alors :

. BE=FE @ Es

Preuve. i. — ii. Si E = E1 ® F»

OnaFE NE;,={0g} NE1+FE;=F

Donc dim £ = dim E; + dim F5 — di 5

Si E1NEy ={0g} Alors dim (E; + E2) = dim Fy + dim Fy = dim E

= F1+Ey;=F

Donc F = F1 ® E» O

Théoréme 7. Soit E un espace vectoriel de dimension fini et E1 un s.e.v de E

Alors, E1 admet un supplémentaire, c’est a dire :

dFE, CFE E=F & Es.

idée
Soit {u1,...,up} une base de E;
= F{wi,...,w,} des vecteurs de E tel que {u1,...,up,w1,...,w,} est une base de E

On pose Fy = Vect{ws,...,w,}

15



