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1 Applications linéaires

Définition 1. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels. On dit qu’une application f : E —

F' est linéaire si
VA e R, Vu,v € B, f (Au+v) = Af(u) + f(v).

Notation

L (E, F) est 'ensemble des applications linéaires de F dans F'

1.1 Rermarques
f: E— F linéaire < VYu,ve€ E,VAeR

L flutv) = f(u)+ f(v)
i. f(u) = Af(w)

Proposition 1. Si f : E—— F est linéaire, alors :

i VU1, un € BYAL .. A ER ona > Aif (us)

=1

ii. f(05)=0r

Preuve. : Se prouve par récurrence sur le nombre de vecteurs (exercice)

SoitueE

f0p) = f(u—wu) = f(u) = f(u) = Op.

Exemple 1 (Exemples). Quelques exemples

. R +— . L
i f: ou a € R, f est linéaire
x — ax

E — FE
1. Soit E un R-espace vectoriel. Alors Idg : est linéaire
r —



iti. Soit E un R-espace vectoriel, alors : Oz g ) : est linéaire
r +—— Op
E — E
w. Soit E=FE1 @ Fy. Soitp: p s’appelle la projection sur

u=u; +uy +— plu)=1u
E4 parallélement a Eo. Alors p est linéaire

En effet, soit u = uy + ug, v = v1 + Vo, U1, U € E1,v1,v9 € Esy et soit A € R
On a alors Mu+v = Aug +u2) + A (v1 + v2) = Aug + v1 + Aug + vy
€k, SO
= p(Au+v) = uy +v; = Ap(u) +p(v) Donc p est linéaire
v. Soit D (R,R) = {f : R+— R dérivable }
DR,R) — FRR)

est linéaire car Af +¢) = f' +4¢'
rq F/

L’application D :

C([0,1],R) +— R
vi. I: 1 est linéaire
s — / Fb)dt
0

Remarquons que L (E, F) peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel. En fait, L (E, F)
est un s.e.v de F (E, F)

0 ) F — F
FEF) - u — Op
est linéaire

= Orr) €L(E,F)

e Soit f,g € L(E,F)X €R On doit montrer que \f + g € L (E, F)
Soit u,v € E,v € R
(Af+9) (yutv) = Af (yu+0) +g(vu+0v) =A(vf(u) + f(v) +v9(u) + g(v)
Af+9) (yutv) =5 (Af(u) +g(u) + Af(v) + g(v) =7 (A +9) (u) + (A\f + g) (v)

Conclusion : L(E,F) est un s.e.v

Proposition 2. Soient E, F, G trois espaces vectoriels.

i. sife L(E,F)etf e L(F,G). Alorsgo f € L(E,G)

ii. Si f € L(E,F) et f est bijective, Alors f~' € L(F,E)

Preuve. preuve du ¢

Ona (go f)(Au+v) =g (fAutv)) =gAf(u)+ f(v)) = Ag (f(u)) + 9(f(v))
Donc g o f est linéaire de E dans F'

[+ E—— F est linéaire et bijective

Soit u,v € F,A € R Comme f est bijective, il existe deux éléments x,y € E tel que f(x) =

u, f(y) =v



On a

1

FHOu+v) = f(@) + f(y))

(A
F7H(f Mz +y)) car f est linaire
f(
)\ 1

YOu+v)=Xx+ycar flof=1Idg
(u) + 7 (v)

f-

Définition 2. Quelques définitions usuelles

i. Si f e L(E,E), on dit que [ est un endomorphisme de E.
it. Si fe€L(E,F) et que [ est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E dans F'.

iii. Si f € L(E,E) et que f est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.

1.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 3. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels et soit f : E — F une application

linéaire. Alors :
1. L’image de f, notée Im [, est un sous-ensemble de F' défini par :
Im f = {f(u) |ueE}.
ii. Le noyau de f, noté ker f, est un sous-ensemble de E défini par :

ker f={z € E| f(z) =0r} = ' ({0OF}).

Théoréme 1. Soit f € L (E, F) et supposons que dim F < +oco
Alors

7. Im f est un sous espace vectoriel de F'
1. ker f est un sous espace vectoriel de E
. f est surjective <= dim (Im f) = dim F'

iv. f est injective <= ker f = {0g}

Preuve. 1

Op = f(0p) € Im f
Soient u,v € Im f, A € R Montrons que Au -+ v € Im f

uwe€lmf = Jx € FE tel que u = f(z).
velmf = Jy € E tel que v) = f(y).

MA4v=Af(z)+ fly) = fAz+y) €Im f.



= Im f est un s.e.v de F

1 f(0g) =0p = Op € ker f Soit u,v € ker f,A € R

fQu+v) =Af(u) + f(v)
=0 +0p =0p

Donc Au+ v € ker f
1it f surjective <= Im f =F <= dim(Im f) =dim F

iv f injective = ker f = {0g} ?

e Op € ker f est toujours vraie si f est linéaire

e soit u € ker f Alors f(u) =0p = f(0g)

= u=0g

Conclusion : ker f = {0g}

ker f = {0g} = f injective ?

Soient u,v € E, f(u) = f(v) dou f(u) = f(v) =0p
—_—

flu—v)
Doncu—vekerf —= uv—v=0g = u=v

Conclusion : f est injective

est une base de E

Alors Im f = Vect{fe,,..., fe,} est une famille génératrice de Im f

Proposition 3 (Importante ). Soit f : E —— F linéaire et supposons que {eq,...

Prewve. {fe,,...,fe,} €Im f. Im f est un s.e.v, on a Vect{fe,,..., fe,} CIm f
Soit v € Im f.
Donc il existe u € E tel que v = f(u)

De plus, il existe {A1,...,A\n} € R tel que
i=1

v=f(u) = f(z Aie;) = Z/\if(ei).
i=1 i=1

une base de E et {vy,...,v,} une famille de F

Alors il existe une unique application f € L (E, F) telle que f(e;) =v;,1 <i<n

Théoréme 2. Soient E et F deux espaces vectoriels et n = dim E < +oo et {eq, ..

-,en}




Exemple 2 (Exemple ). Soit f : R — R? linéaire telle que

1 2

flo] = 3

0 -1

0 2

flil=1| 3

0 —1

0 1

flo]l=1-1

1 1
T 1 0 0
Soitu= |y €R3,61: 0]l,ea=1|1],e3=10
z 0 0 1

u = xrey + yes + zes.
R® — R?

2r 4+ 2y + 2
— 3r+3r — 2

et f:

z —xr—Yy+z
Montrer que f est linéaire (facile), et déterminer une base de ker f et de Im f

base du noyau : ker f = {u € R3, f(u) = Ogs }

T 24+ 2y+2=0
u=|y| €R? alorsucker f < 3r4+3y—2=0
? —x—y+2=0
20 +2y+2=0
3x+3y—2z=0
—x—y+z=0
20 +2y+2=0
<~ §-5z=0
32=10
y=-=
=
z=0
T T 1
Doncu=|y| €kerf <= u=|-z|=2|-1
z 0 0
——

Donc ker f C Vect {uq} ¢



2x1+2x (=1)+0 0
flur)=[3x14+3x(-1)+0|[=]0| = w €kerf.
—-1+1+4+0 0
Donc ker f = Vect {us }
De plus, dimker f = card {u;} =1
base de Im f

Soit {e1,ea,e3} la base caconique de R®

Alors Im f = Vect { f(e1), f(e2), f(e3)}

2 2 1
vi=f(e1)=] 3 |,va=| 3 |,o3=1|-1
-1 -1 1
vy =vy = Im f = Vect {vy,v3}
2 3
1 # — = vietvs non colinéaires = {vy,v3} est libre

Done {v1,v3} est une base de Im f

Et {v1,v3} est une base de Im f

Définition 4. Soit f € L(E,F) et si dim E < 400
Le rang de f est par définition la dimension de Im f
Notation

Le rang de f se note rg f

Alors, on arg f = dimIm f

Remarque

Comme E est espace vectoriel de dimension finie disons n, et si n > 1 et soit {ej,...,e,} une
base de E/

Alors Tm f = Vect {f(e1),..., f(en)}

rg f = dim Vect {f(e1),. .., f(enim)}

Théoréme 3 (du rang). Soit f : E — F linéaire et supposons que dim E < 400

Alors dim F = dim (ker f) +rg f

Preuve. ler cas

Ve € E, f(x) =0p, donc Im f = {Op}

Donc dim (ker f) + dh@ f) =dimFE

=0
2e cas ker f = {0g}
Soit {eq,...,en} une base de E # {0g}
Im f = Vect {f(e1), ..., fen)}



Montrons que {f(e1), ..., f(en)} est libre

Soit A1,..., A, € R tels que :

n n

Z Aif(ei) =0p = f(z Ai€;).
i=1 i=1
n n
Donc Z/\iei Ekerf:{OE} — Z/\lelzoE
i=1 i=1
Or, {e1,...,e,} est une base de E donc une famille libre. Ainsi, \; =01 <i<mn

Donc {f(e1),..., f(en)} est libre et donc une base de Im f
Conclusion : dimIm f = dim F

3e cas : ker f # I et ker f # {05}

Soit {u1,...,up} une base de ker f, (1 <p <noun = dimFE)

Par le théoreme de la base incomplete, il existe {upi1,...,u,} des vecteurs de E tels que

{u1,...,up, Upt1,..., Uy} est une base de B

Im f = Vect f@ﬂ,...j 2)s flup1), s fun)
=0p =0Fr
Donc Im f = Vect { f(up+1),-- -, f(un)}

Objectif : dim E = dimker f + dimIm f
— Y~ -

—n M
Montrons que {f(upt1);-- -, f(un)} est libre

soit {A\pt+1,---,An} € R tel que

)‘p+1f(up+1) +o A f(un) =0F = f()‘p+1up+1 + -+ Aptg) = OF.

= Ap=1Ups1 + -+ Apup € ker f
Comme {u1,...,u} est une base de ker f

il existe p,...,up € R tels que

)\p+1up+l +- Anun = puy + -+ HpUp

= [1U1 - Uplp — AppiUpt1 — - — AUy = 0p
{u1, ..., Up, Upt1, ..., Uy} est libre
Donc pp=-=pp=Xpr1=-=A =0 = {f(ups1),..., f(un)} est libre

Donc une base de Im f

= dim (Im f) = card {f(up+1), ... f(un)} =n—p



Théoréme 4. Soit f: E — F linéaire et supposons que dim F = dim F' < 400

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f injective

1. f surjective

wwi. [ bijective

Preuve. (iii) = (i) et (#41) = (4i) toujours vraie

(1) = (i7) On applique le théoréme du rang

dim F =dim E = dlw@ +dim (Im f)

=0(f injective )

= dim(Imf)=dimF = ImfCF = Imf=F = f est surjective

(i) = (i) : Comme f est surjective,
dim (Im f) =dim F = dim E.

Théoréme du rang = dim (ker f) =0

Donc f est injective

O

Proposition 4 (Corollaire). Soit f € L(E,F),dimE < 400, les assertions suivantes

sont équivalentes

1. f est bijective

it. Y{e1,...,en} base de E, {f(e1),..., f(en)} est une base de F

iii. Ie1,...,en} une base de E tel que {f(e1),..., f(en)} est une base de F

Preuve. (i) = (ii) supposons que f est bijective et soit {e1,...,e,} est une base de E

ker f ={0g}etImf=F

F=1Imf=Vect{f(e1),...,f(en)}

dim (Im f) = dim £ — dim (ker f) = n — 0 = n par le théoreme du rang

= {f(e1),..., f(en)} est une base de F'

(i) => (4ii) évident

(#91) = (i) : Supposons qu’il existe {ey,...,e,} une base de E tel que {f(e1),..., f(en)} est
une base de F

On en déduit que dim £ = dim F'

F =Vect{f(e1),...,f(en)} =Im f

= [ surjective = f est bijective O

dim E=dim F

Remarque

Supposons qu’il existe f : E—— F' linéaire et bijective et F et F' de dimension finie



Alors dim F = dim I

Définition 5 (isomorphisme). Si E et F' sont deuz espaces vectoriels. On dit que E et

F sont isomorphes s’il existe f : E—— F linéaire et bijective

Théoréme 5. Soit E et F deuz espaces vectoriels de dimension finie

Alors E et F isomorphes <= dim E = dim F

Preuve. déja montré
Si dim E = dim F soit {e1,...,e,} une base de E soit {v1,...,v,} une base de F

On construit I'application linéaire f: E — F tel que f(e;) =v;,1<i<n

Le corollaire précédent = f bijective



