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Matrices

Définition 1 (Matrice). Soient m,n € N*. Une matrice a m lignes et n colonnes est la

donnée de m x n réé€ls a; j,1 <i <m,1 <7 < n rangées dans un tableau

ail  a12 ain
as i a2 asn
Am,1 Am 2 Am.n

On écrit aussi M = (i j)1<;cm1<j<n

On note Mat,,xn (R) ou My, xn (R) Uensemble des matrices de m lignes et de n colonnes

a coefficients réels

Minxn 7£ Mpscm stm 7£ n

Exemple 1 (Exemples). exemples de matrices

I

4 0 -1
2 4

B=11 0 S ngg (R)
3 -1

On peut munir M, «,, (R) de deux opérations
i. Si A= (a;;),B=(b,)

On définit A+ B = (a;,; + bi j)
ii. si A =(a;;)

On définit NA = ()\ai’j)

Proposition 1. L’espace My, xr (R) muni des deuz opérations précédentes forme un espace

vectoriel sur R




Remarque

0
0 0

OMypsn (R) =
0 0

2 1 3 3 2 1
Exemple 2 (Exemple ). Si A = , B =
P ( ple ) (4 0 1) (1 -1 2)

Alors,
5 3 4
e A+ B =
5 —1 1

o 34— 6 3 9
12 0 -3

Définition 2. Une matrice élémentaire sur M, xn (R) est une matrice Ey,; = (a; ;) ot

lsii=ketj=I
ai,j:
0 stnon

Exemple 3 (Exemple ). Sur Msy2 (R), les matrices élémentaires sont :

Eyp =

O = O o O O
—_ O O o O O
—_ o O o O O

o O o o = O

o O o O O -

o O o o o -

mi1 Mi2
Si M = ma1 M22
m31  M32

On a

M=mi1E11+mi2E1 2+ +mgak3o.

On déduit que {E; j : 1 <i<3,1<j <2} est une famille génératrice de M3zxo (R)

De plus, {E;;:1<i<3,1<j <2} est libre car si mq,1,Mm12,Ma1,M22,M31, M3 2 des

réels tels que

mi1E11 +migEie + -+ m32E32 = Oaqy,0m)-



mi1 M1

= | m21 ma2p2 | = = m;; =0

o O O

)

0
0
m31  M32 0
<

Done, {E; ;1 1<i<3,1<j <2} est une base de M3zxo (R)

Théoréme 1. L’espace M, ,, (R) est un espace vectoriel de dimension finie dont une base
est donnée par

(Ei;:1<i<3,1<j<2}.

FEt on obtient donc :

dim (M, xn (R)) = m X n.

1.1 Multiplication de deux matrices

On a une troisieme opération qui est la multiplication de deux matrices

Soit A = (a;;),B = (bj k)

On définit le produit C' = AB € M, x, (R) comme C = (¢; 1)

a1 b1,k

n
Cix=1| [ | ¢ |= § ; jbj k.
=1

Ain bn,k

Exemple 4 (Exemple). Multiplication matricielle

. 1 2 3
ZA:<2 3 4>€(M)2><3(R)

1 2
1. B = -1 1 S (M)gxg (R)
1 1

(M)3x3 (R) x (M)3x2 (R) = (M)2x2 (R)

AB — I1x1—-1x2+3x1 1x24+2x1+3x1 _ 2 7
S \l2x1-1x3+4x1 2x2+3x14+4x1/) \3 11

5 8 11
BA=|1 1 1
3 6 7




1.2 Quelques propriétés

Soient A, B,C trois matrices. Si les opéarations suivantes ont un sens (c’est-a-dire que les

conditions sur les tailles sont vérifiées), on a :

i. A(BC)=(AB)C
ii. A(B+C)=AB+ AC
iii. (A+B)C = AC + BC
iv. Ax0=0xA=0

v. Si A € Muxn (R) et on définit I,, € M, xn (R), alors AI, =1,A=A

’ AB n’est pas toujours égal & BA ‘ comme vu précédemment

|AB=0=A=0VB=0]|

|AB = AC =B =C|

L Y I ) B

On a bien AB = AC mais B # C

Définition 3 (Vocabulaire). Quelques définitions

i. Une matrice carée est une matrice A € My x, (R) On dit que la matrice A est d’ordre

n

it. Si A, B € Myuxn (R). On dit que A et B commutent si AB = BA

Théoréme 2 (Formule du binéme de Newton). Soient M, N € M, «,, (R). Si MN =
NM, alors :

l
(M+N)=> (é) MF*N'=F,
k=0

par convention, M° = I,,

Preuve. Identique a la preuve pour les réels, récurrence sur [

Initialisation :
(M+N)>=(M+N)(M+N)=M?*+MN+NM + N?
= M? +2MN + N?
preuve pas finie, mais pareil que la récurrences pour les nombres O

Application de la formule du binéme de Newton au calcul de puissance d’une matrice



Définition 4. Soit M € M,, (R).

1. M est diagonale si M est de la forme suivante :

1. M est nilpotente d’ordre p,p € N* si

MP = 0.

Remarques

A0
1. SiM = < ! ) alors on peut montrer par récurrence que

0 A
M = M0 :
0 A

2. Si M est nilpotente d’ordre p, alors M* = 0,Vk > p

2 1 0
Exemple 5 (Calcul de puissance ). Soit A= [0 2 0
0 0 7
Calculer A?°%
On peut décomposer A sous la forme :
2 0 0 01 0
A=10 2 0|+]0 0 O
0 0 7 000
0 1 0 2 0 0
On pose donc N=[10 0 0] etD=|0 2 0
0 00 0 0 7
On a alors :
0 1 0 0 1 0 0 0
N*=10 0 0 0 0 0f= 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0
On vérifie ensuite que DN = ND (vrai)
Donc, par le binéme de Newton, on a :
2025
Z (2025> NkD2025—k — D2025 + 2025ND2024.
k
k=0



1.3 Matrices inversibles

Définition 5 (Matrice inversible). si M € M, (R), on dit que M est inversible s’il
existe N € M,, (R) telle que ’ MN=NM=1,| (%)

Remarque

i. Si M est inversible, la matrice N vérifiant (*) est unique et s’appelle U'inverse de M et
qu'on note N = M~}

ii. On a AB = AC =B = (. Mais si A est inversible, alors AB = AC — B=C

Question

Comment montrer qu’une matrice est inversible et calculer son inverse 7

1 1 2
Soit M=|[1 2 1
2 11
T X
Soient |y |, | Y | € R? tels que :
z Z
T X 1 1 2 T X
M =|lY| <= |1 2 1 y|=1Y
7 2 1 1 z Z
r+y+2z=X
—= Sz +2y+2=Y
20 +y+z2=2
X
M est inversible si et seulement si V| Y | € R3, le systeme (S) possede une unique solution
Z

(z,y,2)

On applique la méthode du pivot de Gauss



X+y+22=X
(§) &= Jy-2=Y-X
y+3z2=2X-27
r+y+2z=X
— Jy—z2=Y-X
4z=3X-Y -7

1 1

Donc, M est inversible et M= _i
44 4
3
4
2 Lien entre matrice et application linéaire

Dans la suite, on fixe deux e.v E et F' munis respectivements d’une base Bg = {ey,
Br ={f1,--., fm}, de dimension finie et soit f € L (E, F)

co.,ent et

Définition 6. Si pour 1 <i<n
fle)=aiifi+-+amifm.

Alors la matrice de f dans la base Bg, Br est la matrice :

a1 a12 000 A1n
a1 a2 200 a9n
Am 1 aAm2 000 Amyn,

On note M = Mat (f, Bg, Br)

Notation

Lorsque E = F et By = B, on notera

Mat (f, BE) = Mat (f, Bg, BE) .

Exemple 6 (matrice d’une application linéaire). Soit :



R?® R3

x4+ 2y + 3z

f:
Y — 20 + 4y + 2
z 3x + 6y + 4z

On vérifie que f est linéaire (elle l’est)

On considére B = {ey, ez, e3} la base canonique de R®

1 1 0 2 0 3
flol=12 f14> flol=1]1
0 3 0 6 1 4

1 2 3

Mat (f,B) =2 4 1

36 4

Définition 7. Siu € E, on note [u]z, € Mnx1(R) la matrice de n lignes et de 1 colonne
n

constituée des coordonnées de u dans la base Bg. Autrement dit, si u = E Aie; ou B =
i=1
{e1,...,en} alors,

Proposition 2. Si f € L(E,F) et M = Mat (f,Bg,Br) etu e E

Ona: [f(u)]BF = M[u]BE = Mat (f, Bg, Br) [u]BE

Proof. voir fasticule

R R3

2y + 3

Exemple 7. f: T2y + oz

— 2r + 4y + 2

z 3z 4 6y + 4z
2 5
Siu=10|, flu=15
1 10

1 10



Proposition 3. Soient f,g€ L(E,F),\,p € R

Alors,
Mat {\f + pg, B, Br} = AMat (f, Bg, Br) + pMat (g, Bg, Br) -

Preuve. découle du fait que (Af + pg) (€;) = Af (e;) + g (e;)

Théoréeme 3 (Composition d’applications). soit f € L(E,F),g € L(F,G), alors :

Mat (g o f, Bg, Br) = Mat (g, Br, Bg) Mat (f, Bg, Br) .

Preuve. voir fasticule

Proposition 4 (Corollaire). Soient E et F' deuz e.v de méme dimension et soit f €
,C(E,F) et M = Mat (f, BE,BF)

Alors:
f est bijective <= M est inversible

De plus, si f est bijective, on a :

Mat (f~, Bp, Br) = M~! = Mat (f, Bg, Br) .

Preuve. Supposons f bijective
Donc, 3h = f~! : F — E linéaire telle que

hof=1Idg fog=Idp
On a alors :

Mat (IdE7BE,BE) = Mat (h o f, BE, BE) .

On applique le théoréme avec G = FE et g=h = f 1

Mat (IdE,BE) = Mat (fil,BF,BE) X Mat (f7 BE,BF) .

= M est inversible et M~ = Mat (f_l,BF,BE)

R® R3
2
Exemple 8. soit f: Tyt
— T+2y+z
z 20 +y+z

f bijective ?

Premiére méthode : On calcule le noyau et on montre que ker (f) = {Ogs}

Deuzxieme méthode : On raisonne matriciellement




1 1 2
M=Mat(f,B)=|1 2 1
2 11
1 1 3
t o4
On montre que M est inversible et on a Mt = | -~ 2 _=
4 4 th
3 1
4 4 4
3 Changement de base
Soit E un R-espace vectoriel muni de deux bases
BE - {617...,6n} B/E = {flw"vfﬂ}
et soit u € E
Alors il existe (A1,...,An) € R™ (y1,...,7n) € R™ tel que
U = Z )\iei = Z'yiei.
i=1 i=1
Comment peut-on passer de (Ar,...,An) & (71,...,7,) 7 Existe-t-il une formule entre [u]; et

[U]B;E

Il existe un lutil qui permet de répondre & la question : matrice de passage de Bg & la base B

Définition 8. On appelle matrice de passage d’une base B a une base B’ est la matrice

Mat (Idg, B, B) .

Notation

,PB‘)B/ = Mat (IdE, B, BI)

Exemple 9 (Exemple ). i. Soit B = (ey,ea,¢3) la base canonique de R® et soit

1 1 0
fi=11 fo=10 fa=11
1 1 1
110
Psp = Mat (Idgs, B,B) =1 0 1
111
Soit Py (X) =1+ X + X? Py (X)=1+X? Py(X)=X + X?

E=Ry[X],B={1,X,X°}

On vérifie que {P1, P2, P3} forme une famille libre donc une base de Ro [X]

Ppp =

— = =
=
= = O

10



Remarque

Comme Pp_,5 = Mat (Idg, B', B) et Idg est bijective

= Pp_p est inversible et Pé;B’ = Mat (Id;", B, B')

Théoréme 4. Soit E un espace vectoriel muni de deux bases By et By, Alors pour tout
ueFE, ona:

[U}Bl = Pp-p [ulg

[ulg = Pz;izs' [ulg

Preuve. Rappelons que si f € L(E, F), Bg une base de E et Br une base de F

alors Vu € F,

[f(W)]g, =Mat (f, Bg, Br) [ulg,, |

On applique cette égalité avec E = F, f = Idg, Bg = B, Br)B’
On a alors [u]z = Mat (Idg, B, B') [u] 4
—_——
=p;!

B—B’/

Donc, [u]z = Pglp [uly = Psoss [ulp = Poos Pplp luls = [ulg

Exemple 10 (Exemple ). Soit Q (X) =1+ 2X + 15X?
On note B' = {P1,Pa, P3} qui est une base de Ry [X]

Ezxprimer P (X) dans cette nouvelle base.

1 1 0
OnécritPesp =11 0 1
1 1 1
On calcule )
1 1 0
PB/th = Pl;iB’ = 1 0 1
1 1 1
— [Qlp = Pslp [Qls
center

Mat (f, B, Br)
= Mat (Idp of o Idg, By, By) = Mat (Idr, Br, Br) Mat (f, Bg, Br) Mat (Idg, By, Br)

11



Théoréme 5. Soit E muni de deuz bases Bg, By
Soit F muni de deuz bases Bp, B
Et P = PBE—>BEI Q= ,PBF%B’F

alors,

Mat (f7 B/EvBlF) = Q_l Mat (f» BEaBF) Pl

Proposition 5 (Corollaire). Si f € L (E), soit Bg, By deuz bases de E
P ="Pp,-8,
Alors, Mat (f, By) = P~ Mat (f,Bg) P

Exemple 11 (Exemple d’application). En seconde année, on va étudier le probléme de
Uezistance de matrice de changement de bases P = Pp_,p tel que : D = P~ Mat (f,Bg)P

soit une matrice diagonale, c’est-a-dire de la forme

p=(M ).
0 A\,

Mat (f,Bg) = PDP™*

ffl=fofo..of
Mat (fW,BE) = Mat (f, Bg)" = PDP~LPDP~'...PDP~! = pDFp~1

_p (M 0 o
0 M

12




