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Deux objectifs du chapitre :

i. Calcul de primitives et d’intégrales

ii. Construction de l'intégrale de Riemann

1 Primitives

Définition 1 (Primitives). soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R

Une primitive de f sur I (si elle existe) est une fonction F : I — R définie et dérivable

sur I telle que :

VteI,F'(t)=f(t).

R

R +— R R +—
Exemple 1. F: , st une primitive de f :
t — 1 t — 2t

Remarque

Si F': I — R est une primitive de f sur I, alors I’ensemble de toutes les primitives de f sur I
est donnée par {Fy+ C : C € R}

En effet, si F = Fyy+c est une primitive de f car F est dérivable sur I et F' = (Fo+c¢)' = F} = f

De plus, si F' est une primitive de f sur I, alors F' est dérivable et

vt e I,(F—Fo) () = F'(t) - Fy (t) = f(t) - f(t) = 0.

Comme I est un invervalle, F' — Fy est une constante sur I
= JceRtellequeVt e I,F(t)— Fy(t) =c

Notation : une primitive de f se note

/f (z) dz.

Si Fy est une primitive de f, on a :

/f(:v)dx:Fo(a:)+ch€R.



Remarque

On démontera dans la deuxieme partie du chapitre que toute fonction continue sur un intervalle

I admet une primitive

1.1 Propriétés

i. soit f,¢g: I — R deux fonction admettant des primitives F' et G sur [

Remarquons que Vo, 5 € R, aF + G est dérivable sur [ et Vo €

(aF + BG) (z) = aF' (z) + BG' (z) = af(z) + By(x).

Donc :

/af(:c)+ﬂg(x)dx - a/f(x)dx+ﬁ/g(:z:)dx.

Théoréme 1 (Formule de changement de variable). Soit f : I — R et supposons

que f admet une primitive F sur I

Soit u : J — I une fonction dérivable sur J. Alors :

/(f ou) (z)u (z)dx = F (u(t)) + c.

Preuve. Fou:J+—— R est dérivable sur J et Va € J

(Fou) (x) = F' (u(e)) x o (z) = f(u(x)) x ' (x).

Exemple 2 (Changement de variable). 4. Calculer /Qx cos(z?)dx

On prend f(x) = cos(x), u(x) = 2>

u (z) = 22

Par la formule du changement de variable, on a :
/235 cos(z?)dx = /f(u(x)) x ' (z) dx = sin(2?) + C.

2

On pose t = x° = dt = 2xdx

/ 22 cos(z?)dx = / cos(t)dt = sin(t) + ¢ = sin(z?) + c.

ii. Calculer / V1 —22de sur]-1,1]
T E{
272
Donc 1 — 2? =1 —sin*(t) = cos®(t). Donc,
V1 =22 = \/cos?(t) = cos(t) car cos(t) > 0 sur ] fg, g[

On a alors dx = cos(t)dt

On pose x = sin(t),t € ]




alors, /ﬂdm:/cos(t) COS(t)dt:/COSQ(t)dt

1+ 2t
On a, avec les formules d’Euler cos®(t) = %()
D 1 1 (2
onc, /\/17 — 22dx = 5/1+cos(2t) =3 (t Sln; )> .

On a ensuite t = arcsin(z),z € |—1,1]

. / il (amm @+ sin(2arcsin(x))) .

2 2

1.2 Formule d’intégration par parties

Soient u,v : I — R deux fonctions dérivables sur un intervalle I, donc u X v est dérivable sur
I — R

et Vo e I, (w) (z) =o' (z)v (z) + u(z)v (z), donc :
Ve € ) () = )0 () u) e R

est une primitive de uv

Autrement dit, / (v (z)v(z) +u'z) v (z)de = u(x)v (x)

/u’ (@) v (2)dz = u (2) v (2) —/u(m)v' (2)dz |

Exemple 3 (Application de I'IPP). Essayons de trouver une primitive de la fonction

arctan(zx)
/arctan(x)d:n.
, 1
On pose v(x) = arctan(z) v (z) = 522
On pose u(z)=u ' (z) =1

Donc, par la formule d’IPP, on obtient que :

1 2
/arctan(x)d:r = rarctan(z) — / z

2/ 1+a2 -

1
= zarctan(x) — 3 In(1 + z?) + C.



1.3 Primitives usuelles

@ | [

e’ e’ +c
cos(x) sin(z) + ¢
sin(z) —cos(z) + ¢

1 + tan®(z) tan(z) + ¢
1 .
— arcsin(z) + ¢
V 1 —1 .132 ( )
————= | arccos(x) +c¢

T_ = (z)
12 arctan(:z:l) +c

x® v

I a+1

- In(z) + ¢

x

Remarque

/%dx:/x*%dx:Q\/EJrc

1.4 Quelques méthodes de calcul de primitives pour certains types de

fonctions

i. Primitive de f(z) = P(x)e® ou P € R[X],a € R*
On effectue des IPP en dérivant le polyndme et en intégrant I’exponentielle

Exemple 4.
/ (x2 +z+ 1) e dz.

v(x) =z +x+1 |0 (r)=22+1
1
u(z) = 5621 u (z) = e**

N | =

IPP = /(a:z—i—m—l—l)ehdx: <$2+$+1>62‘T—%/(2x+1)€2zdl‘

v(z)=2x+1 |0 (z) =2

1
u(x) = 5621 ' (x) = e

1 1 1 1
IPP — /(2x+ 1)e**dr = 3 (22 +1)e* — g % Q/ehdm =3 (22 +1)e* — 5621
D’ou :

1
(P +z+1)e* -~ 2z +1)e* +ec.

2 2x _
/(x +m—|—1)e dr = 1

N | =

ii. Primitives de f(x) = cos(az)e’® ou f(x) = sin(ax)e’®

On effectue deux IPP en dérivant le cos ou le sin et en intégrant ’exponentielle



Exemple 5. Calculer/cos(Qw)eQ’“'dm

v(x) = cos(2z) | v (z) = —2sin(2x)

2z / ( 2z

u(x) %e u' (z) =e

1
IPP = /cos(2x)e2‘”dx: 5003(2:1:)621+/sin(2x)62“"dz

v(z) = sin(2x) | v’ (z) = 2cos(2z)

1
u(z) = 56% u (

r) = e**

1
IPP = /sin(Qx)eQxd:U = §sin(2x)62x — [ cos(2z)e*"dx

1 1
= /cos(Qx)eQ”dx =3 cos(2z)e?” + 3 sin(2z)e?” — /cos(m)e%dx

" 1 1 "
= 2 / cos(2z)e*"dx = 3 cos(2z)e®” + 3 sin(2z)e?” + ¢

1
= /cos(?m)e%da: =1 (cos(2z) + sin(2z)) €2* + c|.

iii. Primitives de f(z) = sin™(x) cos™(z),n,m € N

e L’un des entiers m ou n est impair, par exemple n = 2p + 1

/sinm(a:) cos" (x)dx = /sinm(aj) cos?P T (z)dx
_ / sin™ () (cos?(2))P cos(x)dx
= /sinm(x) (1- sin2(x))p cos(z)dx

On pose t = sin(z). Donc dt = cos(z)dx. La formule de changement de variable

donne :

/ sin™(z) cos™ () dz = / £ (1— )7 dt.

e Sim et n sont pairs :

On linéarise en utilisant les formules d’Euler

cos(x) = % sin(x) = %
i
. . el _~_ei7w n eiT _ p—iT m
cos™ (z) sin™(z) = ( 5 )| i )

Avec la formule du binéme de Newton, on peut alors écrire le produit comme une

combinaison linéaire de cos(kzx) et sin(kzx)

iv. Primitives de fractions rationnelles

P(z)
On veut calculer / dx
Q(x)



On décompose la fraction rationnelle en éléments simples dans R (z), on est donc ramené

au calcul des primitives des termes de la forme suivante
. /E(x)dx ol E est un polynéme

d
° /%oﬁnzl,aeﬂ%
(z —a)

. /mloiln>17a7ﬂ7a,b,cER7b2—4ac<0
ax x + ¢

da In(jJz —al]) +csin=1
Intégration de (i7) . : / —_— = / (r—a)"do = _\—n+l
(z—a) %+08in7&1
—-n

Comment intégrer (i4i). ?



r+1

Exemple 6. [ ] /m X

x+1 _%(4x+1)+%
224+ 2x+1 2224+ ax+1

D / z+1 d 1/ dr+1 d Jr3/ 1 d
onc ——  dr==| ————dr+- | —————dzx
T 22441 4 ) 2224+zx+1 4 ] 2224+ 2x+1

1 3 1
— ~In(2a2 N+ —— g
e et )+4/2x2—|—x—|—1 v

On écrit 22% + x + 1 sous la forme canonique,

On prend

cest-d-dire 222 +x + 1= (---+...)  + cte
11 1\ 1 1
<x +2x+2) <:c+4> +2 16]
=2 x+1 2+l
N 4 16
1 1 1 1 16 1
2 2 2
20 4+ x+1 2 (x+i) 4+ T 2 7 1+( )>

0 = (o4 3)

n poseu=—4—=|T —

p 7 1
4 VT

du=—dr = dv = —du

Nid 4
1 2V/7 4 1
Donec, / Tt arl- 7 arctan(ﬁ (:E + 4)) +c

Soit f : [a,b] — R bornée, c’est-a-dire qu’il existe m, M € R tel que Vx € [a,b] ,m < f(z) < M

b
Soit A = {/ ¢(z)dz : ¢ : [a,b] —> R en escalier et telle que Vo € [a,b], ¢(x) < f(x)}

b
Soit B = {/ Y(x)dz : 9 : [a,b] — R en escalier et telle que Vz € [a,b],¢(x) > f(a:)}
Si Vx € [a,b], on pose ¢p(x) = m. Alors ¢ est une fonction en escaliers et Va € [a,b], ¢(x) < f(x)
b
= / ¢(x)dr € A. Donc A # &

De plus, si ¢ : [a,b] — R est une fonction en escaliers et telle que Va € [a,b], ¢(z) < f(x), en
particulier, on a Vz € [a,b], ¢p(x) < M

Donc, / ¢(z)dr < / Mdx = —a) = A est non vide et majoré par M (b — a)

Donc, sup(A) existe
De méme, on montre que B est non vide et minorée par m(b — a)

Donc, inf(B) existe, et de plus, sup(A4) < inf(B)

Définition 2. Soit f : [a,b] — R bornée. On dit que f est Riemann intégrable si sup(A) =

inf(B) et dans ce cas, on pose

b
/ f(z)dx = sup(A) = inf(B).




Remarque

Si f :[a,b] — R est en escalier, la définition qu’on vient de voir coincide avec la définition

précédente

Attention

Il existe des fonctions bornées qui ne sont pas Riemann-intégrables.
0,1 +— R
Soit f : lsize@Q

o f(2)=
0 sinon

Théoreme 2. Soit f : [a,b] — R bornée. Alors f est Riemann-intégrable si et seulement
si il eziste (¢n),>1 € (Yn)y>1s Pns¥n t [a,b] — R de fonctions en escaliers telle que
Vz € [a,b], dn (z) < f(2) < 9Pn ()

Proposition 1 (Corollaire). Soit f, g : [a,b] — R deuz fonctions Riemann-intégrables.

Alors :

b b
i. Y\ u € RS+ pug est Riemann-intégrable et / (Af(x) + pg(x)) de = )\/ flx)dx+

u/abg(x)dx

b b
it. SiVz € la,b], f(z) < g(z), alors/ fz)dz < / g(z)dx

/a ' fa)

a
b
iti. f est Riemann-intégrable, et on a < |f(x)| dz
a

Convention

Sia< b,/ba f(z)dx = —/b f(z)dx

2 Fonctions continues et intégrabilité

Définition 3. Une fonction f : I — R est uniformément continue si Ve > 0,35 >
0 tel que (Vo,y €I,z —y| <6) = |f(z) - fly)l <e

Rappel

f I — R est continue <= Ve > 0,Vag € [,35 > Otelquey € I,|Jy—axo| < & >

[f(y) = flzo)| <e

Remarque

Uniformément continue = continue

L’inverse est faux



. R +— . . . . .
La fonction : , est continue sur R mais pas uniformément continue
r — x

(|v* = 28| = ly — zol |y + o)

Théoreme 3 (Heine). Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est uniformément continue

Preuve. On va raisonner par I’absurde en supposant que f n’est pas uniformément continue

Donc, 3¢ > 0,V5 > 0 tel que Iz, y € I, ly —z| < SA|f(y) — f(z)| > ¢

En appliquant ce qui précede avec § = —,n > 1, on obtient deux suites (zy,),~1, (Un),>, telle

—
S|

que T, € [a7b]ayn € [a’?b]a|x’ﬂ _ynl < E et |f(x7l) _f(y’ﬂ)| Z €

Comme (z,,),~, est une suite bornée, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass une sous-suite
(x¢(n))n21 (ot ¢ : N — N est une application strictement croissante) telle que ngrfoo Ton) =

a € [a, b

0 = Yp(n) _H_OOCV

Or, |Z4(n) = Yo(m| < B(@) norwe

Or f est continue en «

Done f(zgm)) 2  fla)et fysm) — fla)

n+—-+o00

Ce qui contredit |f(as¢(n)) — f(y¢(n))| >e 0

Théoréme 4. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est Riemann-intégrable

Preuve. D’apres le théoreme de Heine, la fonction f est uniformément continue Ve > 0,36 >
0 tel que z,y € [a,b], [z —y| <0 = |f(z) = f(y)| <e

a<6

h—
Découpons l'intervalle [a,b] en n intervalles avec

Et définissons pour z € |z;_1,2;[,1 <i<n

p(x) = f(zi1) —ec et P(x) = f(zit1) +€
b—a

|z — 21| = <46

Siz €z, 2], ¢(2) — f(z) = flzim1) — f(z) —¢

zE€lxi, o —i = |lr—zi—i|=r—zio1 <e = f(xi—1) — f(2) <|f(zim1) — f(z)| <€
= ¢ €]wi1, %[, ¢n (x) — f(2) <0

VI <i<n Vo€l il on (2) < fl2)

Si on pose ¢y, (x;) = f(2;),0<i<n = Vz € [a,b], o, (x) < f(2)

De méme, Vz € [a,b], ¢, () > f(x)

Donc ¢ et 9 sont deux fonctions en escaliers.

¢(x) < f(x) < ¢(x)Vr € [a, b]

0 < inf(B) — sup(4 /z/J dm—/¢

De plus,



n

b b n
/ W(r)dr — / o(r)dx = Z (flximr +e) (g —miq) — Z (f(miz1 — &) (zs — mi—1).

i=1 i=1

b b
Ce qui donne / Y(x)dx — / d(x)dx =2 (b—a)
= 0 <inf(B) —sup(4) <2e¢(b—a) = inf(B) = sup(A)
O

Théoréme 5 (de la moyenne). Soit f : [a,b] — R continue. Alors Jc € [a,b] tel que

b
f0) = 5= [ fla)da

Preuve. Soit f : [a,b] — R continue. Donc 3z € [a,b],Iz2 € [a,b] tel que Va € [a,b], f(z1) <

f(x) < f(x2)
b b b
f(@2) (b —a) = / fan)de < / f(x)dz < / f(2)de = f(z2) (b— a)

1

flan) < o—

b
/ J(@)de < flas)

1 b
Le théoreme des valeurs intermédiaires = Jc € [z1,z2] tel que f(c) = 5 / f(z)dx O
—al,

Théoréme 6. Soit I un intervalle de R et a € I et f:1+—— R continue

I —

R
Alors F : z est l'unique primitive qui s’annule en a
r — F@) :/ Ft)dt Ui g

Preuve. Soit x,xg € I,z # xg.

F(x;:fo(xo) =~ _1330 ([f(t)dt) - /: ft)at

_ ! (/z f(t)dt+/zf(t)dt—/Iof(t)dt> _ ! /xf(t)dtzf(cx) Ol .4y €St COM-

r — X r — X
pris entre x et xg

De plus, lim ¢, =z = lim f(c2) = f(z9) = F est dérivable en xq et F' (z) = f(z0)
Tr—T0o

Tr—x0

— F est dérivable sur I et I/ = f O

Théoréme 7 (fondamental de ’analyse). Soit f : [a,b] —> R continue et si F' est une

primitive de f sur [a,b], alors :

10



Preuve. Soit Fjy 'unique primitive de f qui s’annule en a, on a que
b
Fo (2) = / Ft)dt @ € [a,b)].
a

Soit F' une primitive de f sur [a, b], il existe une constante ¢ € R tel que

YV € [a,b], F(x) = Fy (z) + c.

D’ou :

N@—ﬂ@=%@ﬂw—ﬁww+d=%®%£%ﬁ=/f@ﬁ

Théoréme 8 (Intégration par parties). soit u,v : [a,b] — R de classe C*. Alors :

Preuve. uv est dérivable sur [a,b] et Vt € [a,b], (uv)’ (t) = u’ (t) v(t) + u(t)v’ (t)
Donc, uv est une primitive de ¢ — u’ () v(t) + u(t)v’ (t)

Le théoreme fondamental de I’analyse implique que

Théoréeme 9 (du changement de variable). Soit f : [a,b] — R continue et ¢ :
[, B] — [a,b] de classe C* sur [, B] et ¢ (o) = a et ¢ (B) =b. Alors :

b B
/fmmz/fwwwww

Preuve. Soit I une primitive de f sur [a, b].

Fog:[a,B] — R est dérivable et V¢ € [a,b], (F o) (t) = F' (¢ (t)) x ¢ () = f(o ()4 (t)
Donc, F o ¢ est une primitive de t — f(¢ ()¢’ (t)

Donc le théoréme fondamental de I’analyse implique

8
/ f@@)d (t)dt = (Fod)(B) = (Fo¢)(a)=F(Ob)—Fla)= [ f(x)dr.

a

11



3 Sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R bornée, ¢ = (x0,...,T,) une subdivision de [a,d] et soit & = {t1,...,tx}n
points tels que t; € [z;—1,x;],1 <i<n

S(f,6,8) "E" N (@i — w1 f (1))

i=1
La somme de Riemann est associée & f,¢, &

Théoréme 10. Soit f : [a,b] — R Riemann-intégrable. Alors Ve > 0,3h > 0 tel que :

Vs = (z9,21,...,2,) subdivision de [a,b]

VEZ{tl,...,tn},ti € [mi,hxi],l <i:<n

b
/ f(x)dx — S (f,s,0))| <e

0(c)<h =

Dans le cas ou f continue. Theoréeme de Heine = f est uniformément continue.

Ve > 0,3h > 0 tel que (z,y € [a,b], |z —y| < h) = |f(x) — f(y)| <

b
Soit ¢ = (o, ..., xy) une subdivision tel que ¢ (s) j h et soit ¢; € [x;—1,2:],1 <i<mn

On a:

b n
/ FE)dt =" (@ = i) (1)

= 1. /I f(t)dt—Z(xi—xi_ﬂf(ti))

i=1 i—1
S [ uo-sam| <[ vw - sena

Proposition 2 (Corollaire). Soit f : [a,b] — R continue. Alors :

b b—a b—a
/f(t)dt: lim > fla+k ).

n—+oco N n
k=1

n

k(b—a)

Preuve. ¢ = (xg,x1,...,%,) OU T = a+ O0<k<ntp=x1,1<k<n

E:{tk,lgkgn}

S(.ﬂg?E) = Z (xk - :Ek’—l) f(xk)

k=1

12



b—a b—a b—a
Tk — Th—1 - " ;:1 fla+ )
Soit e = 0. D’apres le théoreme précédent, Ih > 0 tel que Vs subdivision de [a,b],VE’ les

points de la subdivision ¢’

b
(<) < h — /f(t)dt—S(f,g’,E’) <e
b— —a
Comme — 0,3ngln > ng = <h
n n—-+oo
> ng —> /bf(t)dt b_azn:f(+'b_a)<
n _2-¢
> ng ’ w2 a+i— €
3.1 Application
Soit + ! + !
1 n— 1 E— e e—
o n+1l n+2 2n
Calculer lim u,, =7
! Lo,
2) n(l+7)

On remarque que u, = n (1 + %) + n (1 + =

. k
nk-:ll_"ﬁ

On pose f(t) = gt

[0,1]. f continue sur [0,1] et

1, k !
=G [ s

k)1

1 1 1
/Of(t)dt: =)

Donc, | lim w, = In(2)
n—-+oo

13



