Chapitre 7 : Formules de Taylor et Développements limités
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1 Objectifs

Approcher des fonctions par des polydémes

Rappel

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I =], 8], —c0c < a < 8 < +oco Etsia €1,

f(t) = fla)+ f'(a) (t—a) + (t—a)e ().

Avec lime (t) =0

t—a
On a que f(a) + f' (a) (t — a) est un polynome de degré 1
Fixons I =]a, [, —00 < a < 8 < 400 Pour n € N, on pose
C%(I,R) = {f : I — R continue }

C" (I,R) ={f: I+ R declasse C"}

Définition 1 (Polynéme de Taylor). Soit f € C" (I,R),a € I.

On appelle polynome de Taylor de f, a l'ordre n et au point a la fonction polynémiale suiv-

ante

*) ( J

fE—(L

n(f,a,x) :zn:
k=0

Remarque

T, (f,a,x) est 'unique polynome p de degré < n tel que

p® (a) = ) () V0 < k < n.
2 Le reste de Taylor

(f,az Z - )k




Théoréme 1 (Taylor avec reste intégral). Soit f € C"' (I),I =], B[,a € I. Alors,
Veel:

“L f) (g T(x—t)"
f@ =Y B o+ [TEZD e gy
k=0

a

Preuve par récurrence. Initialisation. n =0

On doit montrer que si f est C* sur I, alors Va € I,

fw) = fla)+ [ " p @ dr.

Ce qui est vrai d’apres le théoreme fondamental de 1'analyse

Hérédité : On suppose que la formule est vraie pour les fonctions de classes C" ™t pour un certain

entier n >0

Soit f une fonction de classe C"2 sur I. Donc en particulier, comme f est de classe C"*! et

d’apres 'hypothese de récurrence :

" () JCE
f@= [ TP e-at+ [T

k=0

D (#) dt.

n!

On effectue une IPP

/z (.’L‘ —'t)”f(n_H) (t) dt — [_ (33 — t)n-i-l f(n+1) (t)

n (n+1)! (n+1)!
De plus,
T — n T T —a n+1
St ] =S @,
Donc :
ntl e(k) z _ p\ntl
fla) =3 T =+ [ E= e gy a
k=0 a ’

Théoréeme 2 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f € C" ™ (I),a € I. Alors, Yz €

I,3c compris entre a et x (qui dépend de a et x) tel que :

n () (g
o) =3 T @ - +

k=0

(.Z‘ _ a)n+l

D) 7= (@),

Remarques

i. n.=0 c’est 'égalité des accroissements finis

ii. Le probleme de cette formule est qu’on ne sait rien en général que le ¢ a part qu’il existe



Preuve. lercas: x > a

On applique la formule de Taylor avec reste intégral :

a n

"L ) (a Tz —t)"
k=0

Il reste & montrer qu’il existe ¢ € [a, z] tel que /z Mf("H) (t)dt = Mf("ﬂ) (c)
’ n! (n+1)!
F*D est continue sur [a, ] donc elle admet un maximum et un minimum : il existe ¢y, ¢; € [a, 2]
tel que V¢ € [a, 2], S (1) < fUHD (1) < £V ()
(z—t)"
n!
(z—t)"

f(n+1) (Cl) — < (l‘ ;!t)nf(n_H) (t) < f(n+1) (Cg)

a

t<r — z—-t>0 = >0

(x _ t)n
n!

f(n+1) @) /:v (z —t)”dt . /1 (z ;'t)"f(n+1) (t)dt < f(n+1) (02)/95 (x — t)ndt.

n! a n!

x

o / (- 1 l_(m—t)"“

n! Tl (n+1)!
P (@™ [T s (& — o)

FintD) < (x(n_tb)ln)il / e ;!t)n FOTD () dt < FOTD (eg).

Le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a

| z — )"
f(nJrl) — 3¢ € [a, 7] tel que (n+1)! / (z—1) f(n+1) (t)dt = f(n+1) (c) O

(x —a)" n!

2.1 Application

On peut se servir des formules de Taylor avec reste intégral ou de Taylor-Lagrange pour obtenir

des endacrements de f par des polynomes

Exemple 1 (Exemple ). Montrer que :

2 23 2 a3

VwZO,l—?—gﬁcos(x)gl—?+§
a=0,n=2
Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction cos qui est bien de classe C° sur R

Il existe c € [0, x] tel que :

/ 0 (2) 0 3
cos(r) = cos(0) + 0y 4 OO 2 T (o)
2 3
= cos(z) =1— % + % sin(c)



—1 <sin(e) <1

3 3 3
Comme 2° > 0, on afx— < :%sin(c) < %

2 3 3 3
Donec, 1—%—%§cos(w)§l—%+x

Théoréme 3 (Formule de Taylor-Young). Soit f de classe C"' sur I,a € I. Alors
on a :

n

*) (5
@) =3 T D @ o) + - a)ye @),

k=0

ouilir}ls(x)zo

Preuve. On applique Taylor-Lagrange :

Fixons z € I. Alors Jc € [a, z] tel que :

n (k) a T —a n+1
o= 3 g a4 S,

@0 i) = (o - a)" e ()
(n+1)!

Tr—a

Dong, € (z) = it 1)

Fr (e

Définition 2 (Développements limités). Soit [ = |a,8[,a € [, n €N, f:I/{a} — R

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, abrégé DL (a,n)

Si deg, c1,...,¢, € R tel que :

n

f(2) ear(@—a)f +(@—a)"e(2).

k=0

ot e (x) — 0
r—a

Théoréme 4. Si f € C"" (I),a € I. Alors f admet un DL (a,n)

n

*®) (g
@)= et t @ are@)

k=0

Remarque

i. Sif:I+——Ryae€l. festdérivable en a <= f admet un DL (a,1)
Si f admet un FL & lordre A en a, f(z) =co+c1(x —a) + (z —a) e ()
lim f(z) =co = f(a) = f est continue en a
r—ra

= wzclﬁ-&'(l‘)}—)cl

r—a




ii. f(r)=2" sin(%),x #0

f admet un DL (0, 2)

Fla) = 2% (&) = () = sin( 1)

et (<o) eosty)

1 1
)+ —x % ﬁsm(;)

f (z) = 322 sin(

8

1" (z) = 6z sin(

S R

2.2 DL usuels a connaitre par coeur

=Yg

R

k=0
(=2 o,
cos(z) = o + 2% (2)
k=0 ’
' n (71)1@ p2k+1 _—
sin(z) = o T e ()
= (2k+1)!
n (_1)k+1
In(1+2) = ka + 2" (z)
k=1 ’
1 n
12— * fete(x) =1+a+ 22 +a" (2)

:zn:oz(oz—l)...(a—k—kl)

o ok ame ()

2.3 Opérations sur les DL

Somme et produit d’'un DL par une constante

Soit f(x Zakx + 2" (z) et g(z Zbkx + 2”9 (z) deux fonctioj=ns qui admettent
un DL en 0 a l’ordre n Alors, VA, u € R, )\f + g admet un DL en 0 a 'ordre n donné par

n

Af(z) + pg(z) = Z (Aay + pbg) zF + 2" (z) .
k=0

Exemple 2. Quelque exemples de somme de DL

f(z) =In(1+x)+€*.DL(0,4)?

2?2 23 2

In(1 S T VL
n(l+z)=z 5 —|—4 41‘5({1})
2 3 gt
—1+1’+?+F+ﬂ+$€()

1 5
— — 142 2
flx) +z+2x 51% 4y ate (x)

Produit de DL



Théoréme 5. Si f(x Zakx +z"e ( Zbkﬂc + 2" (x) alors fg admet un

DL en 0 a l’ordre n donne par

—i(Zalbk l>x +x 6( )

0

Exemple 3 (Exemple ). Calculer le DL en 0 a lordre 5 de f(z) = (2 + 4 cos(z)) sin(x)

.1‘2

cos(x )—1—74—%4—95 e(x )
2 +4cos(x) = 2 + 4 — 227 + 2 5 +{E e (x)
3 5

b 4P e (x)

, x
sin(z) =2 — —
6 120

fla) = (6—2m+x6+1:5£(x)) (az—f—l—lx;)—i—xse(x))
5

=6z — 23 +%—2m —i—g—l—x %¢ ()

Quotient de DL Si f(z Zakx +a"e( Zbkx + 2" (x)

Si by # 0 alors i admet un DL (0,n) obtenu par la division suivant les puissances croissantes &

l'ordre n du polynéme ag + a3 + -+ - + apx™ par le polynome by + b1z + ... b,z™

2
Apres avoir fait ga, on obtient tan(z) = z + ? + 5$ + 2% (z)

In(1 + z)

Exemple 4 (Exemple ). f(z) = Sin(z)

rEtkre>—-1keZ

Tr — 2 + 2% (z
f(z) = xix%(x)( )
Ici, on ne peut rien faire car le dénominateur commence par 0. On réécrit donc le DL a
lordre n + 1 et on factorise par x
x — %—5—%4—:@6(:6) B £(1-2+ 1a%z% (2))
-2 tade(a)  fF(1-gadrale (o)

fz) =
22
On fait la division désormais, et on obtient : f(x) =1— 5 + -5 + 2%¢ (2)

1
Si on pose f(0) =1, f se prolonge par continuité en 0 et f est dérivable en 0 et f' (0) = —3

Composition de fonctions Si f Z ay, (v — bo) +a"e( Z bpx® + 2" (x)
k=0

Alors fog admet un DL en 0 & 'ordre n en remplagant le DL de g dans cehu de f et en gardant

que les termes de degré < n



Exemple 5. Calculer le DL en 0 a lordre 5 de f(x) = sin(x?)
3

z 3
5 +z°e (x)

sin(2?) = 22 — ;362/ + 2% (z)

sin(z) =z —

Exemple 6. f(z) = e, DL en 0 ¢ lordre 2

2

cos(z) =1-— % + z%¢ ()

22
e$:1+m+?+w25(3€)

fla) = et et

2
=ex e THee(@)

e<1x22+m2€(x)>

=e— ng + zsre (x)

Primitive d'un DL Si f Zakx + 2" (x) admet un DL en 0 & Pordre n et si F' est une

primitive de f au voisinage de O alors F admet un DL en 0 & 'ordre n + 1 donné par :

F(x) = F(0) Ih ke (2).
— k+1
J— DY n
Preuve. ¢ (z) = f(@) = (a0 + a;: T A )735 #0
e (x) TLQ

Donc € se prolonge en une fonction continue au voisinage de 0

t)=ap+ait+ -+ apt" +t"e (x)

x
:>/f t)dt = /a0+a1t+~-~+ant”+/ e(t)dt
0

aoztgara? 4+ ggapznt!
xr
Il reste & montrer que / t"e (t) dt = 2"+'& ()
0

ou £ (x) »;)_}(3
Supposons = > 0
Par continuité de ¢,3tq,to € [0,z] tel que : Vt € [0,x],e(t1) < e(t) <e(to)
— e (t)t" < t"e (t) < t"e (to)

xX T xr
= ¢ (tl)/ tdt < / the(t)dt < e (tg)/ t"dt

0 0 0

n+1
n+1

wn-&-l x
— et i< [ re@ar<ew)

Donc, Je, € [0, 2] tel que :

x xn+1
/ t"e(t)dt = ——¢(cz) .
0

n+1



ez —0 = é(x)=¢(c;)—~e(0)=0
0t —0+

1
Exemple 7. f(z) = 112 DL de f en 0 a Uordre 3

1 1 1 1
T2z - 1—z+a? 23 +23 (x) Donc, n(142) = ln(lJrO)Jracf512+§m371x4+x45 (x)

3 Obtenir un DL en un point x5 # 0

On pose le changement de variable :

U =T — Xg.

Exemple 8. Calculer le FL de f(x) =1In(x) en o = e a l'ordre 3
On poseu=x—e,i.e. c=u-+e

u
f(z) =In(u+e¢) =1In(e (1 + g))

=1In(e) +In(1 + E) =1+In(1+ g)
e e

1 1
In(l+t)=t— >+ -t3 + 13 (1)

2 3
Y= e )
n —)=———+-—+ue(u
€ e 22 3e3
z—e (z—¢)? (z—¢) 3
= f(z)=1+ T 92 T 33 +(x—e)e(x)

4 Applications des DL

i. Calcul de limites
ii. étude d’une tangente en un point xg

iii. étude des asymptotes en I'infini

4.1 Application des DL au calcul de limites

i lim @) T
=0 (e — 1 — x)
: L3 3 z x? 2
sin(z) =z — —z° + 2°¢ () e =1—|—:c—|—?—|—a? e(x)

ol sin(z) —x —% + 23¢ ()
b (e —1—1x) L+ 23 (v)
Donc, (_6 +e (I)) 1

(3 + (@) 03
In(z)+1—=

ii. lim
Faisons le changement de variable u = x — 1, c’est-a~dire t = u + 1
In(1+wu)—u  In(l+u)—u

evtl —e—eu e(e*—1—u)



02
In(1+u)=u-— ?—&—uQe(u)

w2
e“:1+u+?+u26(u)

1 x

iii.  lim <cos()>
Tr—r+o0 xX
Indéterminé :(

On effectue le changement de variable

(Cos(l)x> _ 6ocln(cos(é)) _ e%ln(cos(u))
x

u?

cos(u) =1— ?uzs (u)

U2
In(cos(u)) = In(1 — 5 + u’e (u))

In(1+t) =t + te (t)

2
u= o

= In(cos(u)) = —puwe ()
— %ln(cos(u)) = —%UE (u)

1 x
Donc, <cos()> — el =
x

4.2 Application des DL a I’études des tangentes

-1,1] — R
e’ —1
Exemple 9. f : ; ;x#0
x> f(z) =4 sin(z)
1,z =0
Ftude de f au voisinage du point (0,1)
2 3
e’ =1+$+%+%+1‘36($)
2 3
e””—lz;v—&—%—&—%—&—x?’e(x)
23
sin(x) = x — 5 + 2% (z)

o1 #1454 %)
sin(z) £ (1— 2 4 22 (z))
En effectuant la division, on obtient que :
2

f@) =1+ + = +a% ()
2 3
Soit A la droite d’équation y =1+ z

2
2

Done, f(x) — (1 + g) = %3726 (x)

Done, A est tangente a Cy au point (0,1)



De plus,

Au voisinage de 0
Done, f(x) — (1 + g) est du signe de 2%, ¢’est-a-dire positif

Donc, Cy est au dessus de sa tangente

}—1, 1{ — R
Exemple 10. f: 272 In(1 — 22)
* 1+
Etude de f au voisinage de 0
2 43
m(l+t)=t—5+ + 3 (t)

= In(1—2z) = —22 — 227 - gx?’ + 2% (z)

1
—— =1-a+2? -2+ a3 ()
1+

f(x) = (235 — 232 — %xB + 23 (:c)> (1-z+ 22 — 23 a2’ ().

flz) = —22 — §x3 + 3¢ ().

Donc Cy est en dessous de ses tangentes pour x > 0 et au dessus pour x < 0

10



