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1 Généralités

Définition 1. Vocabulaire

1. Une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation du type :

ao (2) y(2) + ar () (@) + -+ + any™ (z) = g().

ol ag,...,a, et g sont des fonctions continues sur un intervalle I et y d’inconnues

qu’on suppose au moins n fois dérivable et a, non identiquement nulle
it. L’équation (E) est dite homogéne siVx € I, g(x) =0

iti. (E) est dite a coefficients constants si les coef a; sont des fonctions constantes

Dans ce chapitre, on va étudier deux types d’équations différentielles : linéaire d’ordre 1 et

linéaire & coefficients constants d’ordre 2

Théoréme 1 (Principe de linéarité). Siy; et ys sont deux solutions de (E) ag (z) y (z)+
ot an (2)y™ (2) = 0 alors YA, p € R, \y1 + pya est une solution de (E)

Remarque : Comme y () = 0,Vz € I est solution de (F), le principe de linéarité dit que I'espace

des solutions de (E) forme un espace vectoriel

Prewve. Y0 < k < n, g1 + )™ (2) = Mt (@) + s (@)

Si on remplace y par Ay; + pys :

A (aoys (@) + -+ + ang™ (@) + (a0 (0) 92 (@) + -+ + an () 18" (@)) = 0.

Théoréme 2 (Principe de superposition). Soit (E)ag (z)y (z)+-- -+ an (x)y™ (z) =
g (x) et (Ep) léquation différentielle homogéne associée, alors ’ensemble des solutions de
(E) est donné par les fonctions qui s’écrivent sous la forme : y(x) = yn (z) + yo (z) ot yo

est une solution particuliére de (E) et y, une solution quelconque de (Ep,)

Preuve. Soit y une fonction n fois dérivable sur I et yo une solution particuliere de (F). y est so-

lution de (E) ssi ag () y (z)+- - +an (2) y™ (2) = g(x) <= ao (x)y (x)+- - Fan () y™ (z) =

ao () yo () + -+ an (@) 45 (1) <= a0 (@) (y—yo) + - +an (@) (y—y0) =0 <= y— 1o

est une solution de (E},) O



2 Méthode générale

i. On va chercher une base de 'espace des solutions de (Ej)
ii. On cherche une solution particuliere de (E)

iii. On applique le principe de superposition pour en déduire que I’espace des solutions de (E)
est {yn () + yo (z) : Y, solution de (E})}

3 Equations différentielles d’ordre 1

(E) a1y’ (z) + agy (x) = g () avec ag, a1, g continues sur I et a; non identiquement nulle. On

g
suppose que Vo € I,aq (z) #0

y'(z) + %y () = géf)-

et on est ramenés a une E.D. de la forme : y' (z) + boy (z) = h (x) avec bg, h continues sur [

Exemple 1 (Exemple ).

(B) (1= 2)y () + 2’y (z) = e

y(x) = ¢ sur Iy =]—o00,1] et ]1, +00[

On résoud d !
n résou oncy(as)Jrl_x %

Théoréeme 3. Soit I un intervalle, a : [ — R continue sur I et A une primitive de a sur I.
Les solutions de UE.D. y' (z) + a (x)y (z) = 0 sont données par : |y (z) = ke @) ke R

Preuve. Posons z (z) = y (z) €A™ ol y est dérivable sur I = z est dérivable sur I, 2’ (z) =
Y (@) ") 4y (2) A (@) ) = (i (2) +a (@) y (2) 4O

Donc y est solution de (E) <= ¢/ () +a(x)y(z) = 0o € I <= 2/ (z) =0 <= 2z est
constante < ke Rtel queVe € I,z (z) =k < y(2)e?™® =k < y(x)=ke '® O

Proposition 1 (Corollaire). Soit a : I — R et g : I — R continues sur I intervalle.

Alors lensemble des solutions de y' + ay = g est donné par :

y(z) = ke ) +yo (2).

ot A est une primitive de a, yo solution particuliére de (E)

Preuve. Découle du théoreme précédent et principe de superposition O

B 1
1+x2y7 14+ 22

Exemple 2. (1+2%)y +y=1(E) (B) < vy +



3.1 Rappel

ou a, g continues sur [

i. lere étape : v/ () +a(z)y(z) =0 (Ep)
Théoréme : I'ensemble des solutions de (E},) est donné par : y; (z) = ke 2@ ke Ret A
primitive de a

ii. 2e étape : On cherche une solution particuliere de (E), cad yo ()

Principe de superposition : Les solutions de (E) sont données par y(z) = ke '®) +
yo (), k €R

Pour chercher une solution particuliere, on peut utiliser la méthode de la varation de la constante.

On cherche la solution particuliere sous la forme :

Yo (z) = k (z) e 4@,
Ol k est une fonction dérivable sur I On a : g} (z) = k' (z¢) e 4@ — k() a (z) e 4@
Yo est une solution de (E) <

=y (2) +a(z)y(z) =g ()

= ¥ (ZL’) eiA(m) E(z)a(x)e—A®) fa(z)k(z)e— A = F (SC)

=0
= K@ =g@)e@ ()

Comme =z — g (z) e®) est une fonction continue sur I, 'équation () admet une solution.

Donc, il existe bien une solution particuliere de (E) sous la forme yo (z) = k (z) e =4

Exemple 3 (Exemple ). Résoudre (E) ty + |t|y = t?e°"!, avec (E) sur R

(En)ty' + |ty = 0.

On se place d’abord sur 10, +o0]
(Brn) <= ¥ +y=0

D’apres le théoréme du cours, les solutions de (Ey) sont données par yi (t) = ke 'k €
R,t>0

On cherche maintenant une solution particuliére yo de (E) sur |0,4o00[ sous la forme :

Yo (t) =k (t) e ou k est une fonction dérivable sur |0, +oo]



Yo est une solution de (E) sur]0,4o00[ ssi :

th' (t)e ™t —thk(t)e P +th(t)e t =t2e !

t —t

— K (t)e " =te
— K ()=t
t2
= k(t) = 5} +c
2, ‘ o
Donc, yo (t) = e est une solution particuliére de (E)

= Les solutions de (E) sur |0, +oo[ sont :
2
y(t) =ke '+ Eeft,t >0,k eR.

Plagons nous ensuite sur |—oo,0].
t2
y(t) = ke + get,k ERt<0
Recherche de solutions sur R
Soit y une solution de (E) sur R
Alors y est une solution de (E) sur|—o0,0[ et ]0,+o0o]

Donc, il existe deuzr constantes ki, ks € R telles que :

t2

k’let + Eet,t <0
koe ™t + 5e_t,t >0

On a donc lim y(t) =k et lim y(t) = ks

z—0— z—01

y continue en 0 => k1 = ko et y(0) = ky

Dérivabilité en 0 ? :

t) — kit + Eet —k o1 ¢
Pourt<0:y() y(O): 1€+ 5e 1:k‘1e + el = ky
t t 1 2 =0
t)—y (0
Done, tim Y=Y _
z—0~ t
t) — kie=t 4+ Let — k “t_1 ¢
Pourt>0:y() y(O): e t3¢ I:kle + et
t t t 2
t)—y (0
Donc, lim *) y()——kl
z—0t t

Donc, y dérivable en 0 — —k1 =k1 = k1 =0

t2
—elt<0
%

Conclusion : y solution de (F) = y(t) = ie—t >0
2 i

0,t=0

2
= y(t) = Ee*m,t eR

Synthése : On vérifie que y{t} est bien une solution de (E)



Théoréme 4 (de Cauchy-Lipschitz). Soit a,b : I — R continues sur un intervalle I

de R et soit (E) ’équation différentielle suivante :

(B) ¢ (2)+a(x)y(@)=0b(z).

Alors, ¥ (w0, o) € R?, il existe une unique solution y de (E) vérifiant y (z0) = yo

"(t) ey (t) =0,t €R
Exemple 4 (Exemple 1). Résoudre (E) v (®) y(t)
y(0)=0

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous dit que (E) admet comme unique solution y (t) =

0,teR

Preuve. Soit (g, yo) € R?

T
Posons z (x) = y (z) eA®) ol A est la primitive de a qui s’annule en z <A (x) = / a(t) dt)
T

0

y' (@) +a(x)y(x) =b(z)

Donc, y est solution de
Y (z0) = Yo

— {Z/ (z) e—Al) _, (z)a(x) e Al 4 g (z) z () e—Al) — b(z)z (o) e Ao) — o9
=0
2 (2) b (x) e

= (%)
2 (w0) = yoe ')

(*) est une unique solution donnée par :

x

2 (2) :yOeA(‘”O)+/z:b(t) eA<t>dt(:> 2 (2) — 2 (20) :/m 2 (1) dt).

0

4 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients

constants

(E) ay’+by +cy=golua,bcéeR et g continue sur I.

(En) ay’ +by +cy=0.

On regarde si y (z) = €"” ou r € R peut étre solution de (E) = ¢ (z) =re™ = ¢’ (z) =
2 rxz
r’e



D’ou y est la solution de (E}) si, et seulement si :

ar?e™ + bre"™® + ce™ = 0
<— (ar2+br+c)e” =0

= ar’+br+c=0

On est donc conduit & étudier I’équation dite caractéristique associée a (F), notée (E,)

(B.) =ar®* +br+c=0,r €C.

Théoreme 5. L’ensemble S (E}p,) des solutions de ’équation homogéne est un R— espace

vectoriel de dimension 2. De plus :

i. Si A >0, alors (E.) admet deuz solutions réelles 11,192,717 # 1o et les solutions de

(Ep) sont données par :
o (2) = kne® + ke

ii. St A =0, alors (E.) admet une unique solution r1 € R. Alors les solutions de (E},) :

Yh (.’E) = (kliL' + k2) e ki, ko € R.

iii. Si A < 0, alors (E;) admet deuzx solutions complexes conjuguées ri1 = a + if8,ro =

a—1if,a,8 € R Alors les solutions de (Ey) sont données par :
yn () = e (ky cos(Bx) + ko sin(Bx)) , k1, ke € R.

= Yn (17) = kie™* + k26T2I7 ki, ko € C.

Théoréme 6. y(x) = €% est solution de (Ep) <= ri est solution de (E.) <=
arf +br+c=0

Preuve. On considére r; une solution de (E.) (Eventuellement complexe) et on pose y (z) =

"% ou z est deux fois dérivables

z(x)e
Y (z) = 2" (x) +r12 (x) e™”
et i () = 2" () ™" +2 x 2/ (x)re™” +riz (z) ™"

D’ol : y est solution de (Ep,) si et seulement si :

0=ay” (z) +by () + cy ()
—a (z" (x) ™% 4 2r 2 (x) €™ 4+ 12z (x) e“””)
+b(2 (z) e + 7112 (z) ")

+cz(z)e™®

0=¢"" (a2” () + 2ar1 2 (2) + ariz (z) + b2’ (z) + briz (z) + cz (2))
#0

— 0=a2" (z)+ (2ary +b) ' () + (ar c) z (z)
=0 car aT%-Q—br-i—c:O

2



y est solution de (Ej) si et seulement si 0 = az” (z) + (lary +b) 2’ (x) ,a # 0

— 2 (z) + (27“1 + 2) 2 (£)=0

b
= HkERtelquereR,z’(x)—i—(2r1+>z(x):k
a

Parenthese sur les solutions de (E.)

ar® +br+c¢=0.
Si 71,79 les ”deux” solutions de (E.) dans C alors :
ar? +br+c=a(r—ry)(r—rs).

On obtient en développant et en identifiant :

c
arire = Cc <—— 11’y = —

a

b

—a(ri+mr)=b < ri+r= -

b
1+ -=0<= 2r—(m+r)=0<= rm—-rm=0<< rn=rnr
a

b
Alors r; = r9 et on a une solution double et 2r; + — = 0. on obtient alors :
a

y est solution de (Fj) si et seulement si 2/ (z) = k,i.e,z(z) = kx + ky avec k,k; € R. D’ou
’y(x) = (kx + k1) e k, by eR\

on a deux solutions réelles distinces r1, 7o de (E.)

b
et A =2r; + — # 0 y est solution de (E},) si et seulement si :
a

2 (z) + Az (z) = k.
, k
Les solutions de 2’ (x)4Az () = 0 sont 2z, (z) = kje et 2 (z) = X est une solution particuliére,

d’ou : L
2 (z) = ke ™ + X

k k
Dou: y(x) =z (x)e™* = (kle)“'” + /\> enT = ez 4 Xe”"”
b

b
Onaaussi:rl—A:r1—<27“1+):—rl_:7«2
a a

= y(x) = ke 4+ Xe“’” =" 4 pe™® A\ ueR O

Exemple 5 (Exemple ). Résoudre y” —y =10

On écrit l’équation caractéristique associée :

Les solutions de (E.) sont ry = 1,79 = —1



Le théoréme nous dit que les solutions de (E},) sont :
y(x) =Xe® + pe " A\ peR.

Exemple 6 (Exemple ). Résoudre (Ey) " +y +y=0

L’équation caractéristique associée est

rP4+r+1=0.

OnaA=-3<0

Une racine carrée de A est § = ivV/3

—1+iV3 -1—iV3
To =
2 ’ 2
Le théoréme du cours nous dit que les solutions de (Ey) sont données par :

Les solutions de (E.) sont ri = 9

y(z) = e 2" </\ cos(?m) + usin(?m)) A€ R,

Question : Comment résoudre

(E) ay"+by +zy=g(x).

Ou a,b,c € R et g continue sur R

Par le principe de superposition, on sait que les solutions générales de (E) sont données par :

y(z) =yo (x) +yn (v).

ou yo est une solution particuliere de (E) et y,, est une solution générale de (Ep)
Comment trouver une solution particuliere ?

Premier cas particulier : Si le second membre g (x) est de la forme g (z) = e P (z) ot @ € R et

P est un polynéme

Théoréeme 7. Soit

(E) ay’" +by +cy=P(z)e™.

ot a # 0,b,c,a € R et P un polynome

Alors (E) admet une solution particuliére sous la forme

i. Si s n'est pas une solution de (E.) (a82 + bs + ¢ # 0) Q@ est un polynome tel que
deg(P) = deg(Q)

ii. si s est une racine simple de E. alors deg(Q) = deg(P + 1)

iti. Si s est une racine double de (E.), alors deg(Q) = deg(P) + 2




x

Exemple 7 (Exemple ). Résoudre (E) 4" +y —2y=e

L’équation homogéne associée est :

(BEn) y'+y —2y=0.
L’équation caractéristique associée est :
-1+3

2
Par le théoréme du cours, les solutions de (Ey) sont données par :

A=9 — r =

1,7"2:—2

yn (z) = Xe® + pe N\ u € R.

Recherche d’une solution particuliére

On cherche la solution particuliére sous la forme yo (x) = €® (ax +b) ot a,b € R
On dérive : yj (z) €” (ax + b) + ae” = (ax + a + b) ”
Yo (x) = €” (ax + a+ b) + e"a = e* (ax + 2a + b)

Yo est une solution de (E) ssi

e” (ax +2a+0b) + (ax +a+0b) —2(ax +b) e® = €”.

§S1

i+ 20+ P+ ox+a+f— 2t — 20 = 1.

881 )
3a=1 = a= .
a a 3

Une solution particuliére de (E) est donnée par

Yo (x) = —xe”.

Par le principe de superposition, les solutions de (E) sont :

1
y(z) = Xe” + pe 2" + gxe”’, A peR.

Preuve. Montrons que si s n’est pas une racine de (E.) alors on peut toujours trouver une

solution particuliere de (E) sous la forme
Yo () = Q(x) €™, ol deg(Q) = deg(P).

On dérive comme des gros singes :

Yo (x) = Q' () €™ + 5Q (z) ™ = ™ (Q' (2) + 5Q ()
Yo (2) = (Q" (z) + 5Q' () €™ + s (¢ () + 5Q (x)) €™
Yo (x) = (Q" (z) +25Q' (z) + 5°Q () €**

5



D’ol yp est une solution de (E) ssi :
a(Q" (2) +25Q () +5°Q (2)) € +b(Q' (2) +5Q (2)) € + cQ (w) .

aQ” (z) + 2asQ’ (z) + as’Q (z) +bQ' (z) + brQ (z) + cQ (z) = P (x).
aQ"” (z) + (2as +b) Q' (z) + (as® + bs+¢) Q (z) = P ().

Comme s n’est pas une racine de (E.), alors :

as® 4+ bs+ ¢ # 0.

Notons : N = deg(P) e N

On considere

'RN [X] — ]RN [X]

¢ Qx) > aQ"(z)+ (2as+b)Q (2)+ (as®> +bs+¢) Q () = P(x)

¢ est linéaire
On montre que ker (¢) = {0}, donc ¢ est injective donc surjective

Ainsi si P € Ry [X], on sait qu'il va existe Q € Ry [z] tel que ¢ (Q) = P, c’est-a-dire :

aQ"” (z) + (2as + b) Q' (z) + (as® + bs+¢) Q (z) = P ().

4.1 Cas particulier

g(x) = e (P1 (z) cos(Bx) + P (x) sin(fx))

Théoréme 8. L’équation y" + by + gy = g(x) (E) admet une solution particuli¢re yo

sous la forme suivante :

yo () = e*Tx™ (Q1 (z) cos(Bx) + Q2 sin(Bx)) .

ot Q1, Q2 deux polynomes de degré n = max(deg(P),deg(Ps))

{0 si s+ i n'est pas racine de (E.)
et m =

1 sinon

Exemple 8 (Exemple ). Résoudre y’ +y = 2cos(z)? (E)

y'+y=0 (En).

10



Premiére étape : résolution de Ej,
P4+1=0 < r=1iou—i

Les solutions de (Ey) sont données par :

Yo () = € (Acos(1x) + psin(1x)) .

D’ou ‘ yn (x) = Acos(z) + psin(x), \, p € R‘

Deuziéme étape : recherche d’une solution particuliére

On remarque que 2 cos®(z) = 1 + cos(2x)

Dou (E) < 3" +y =1+ cos(2x)

On regarde d’abord y" +y =1 = yo (x) =1 est une solution particulicre de y" +y =1
On regarde ensuite y" + y = cos(2x)

On a : cos(2x) = " (1 x cos(2x) 4 0 x sin(2z))

On cherche donc une solution particuliére sous la forme
y1 (z) = 2%2™ (Q1 () cos(22) + Qo (2) sin(2x)) .

Avec Q1, Q2 deuz polynémes de degré n =0 et m = 0 car 2i n’est pas une solution de (E.)
On a donc : y1 () = acos(2x) + bsin(2z)

y1 (z) = —2asin(2z) + 2b cos(2x)

y{ = —4acos(2x) — 4bsin(2z)

D’ot yp est solution de y'"' +y = cos(2z) ssi :

Yyl +y = —3acos(2z) — 3bsin(2x) = cos(2z).

<= —(1+3a)cos(2z) — 3bsin(2z) =0

—(14+3a)=0,2=0 1
- — a=—-,b=0
—3b=0,2=— 3
4
1
Donc yy (z) = —3 cos(2z) est une solution particuliére de y" + y = cos(2x)

1
Conclusion : ys (x) =yo (z) + 11 () =1 — 3 cos(2zx) est une solution particuliére de (E)

Ainsi, les solutions de (E) sont :

1
y(x) = Acos(z) + psin(z) + 1 — 3 cos(2z), \,p € R |

4.2 Trouver une solution particuliere
ay’ +by' +ey=g(z) (E).
Pour trouver une solution particuliere de (E), on peut aussi appliquer la méthode de la variation

de la constante qui consiste a chercher une solution particuliere sous la forme :
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Yo (z) =X(x)e™® + pu(z)e™ si A>0
Yo (z) = (zA (z) + p(x))e™* si A =0
yo () = e*® (Acos(Bx) + psin(fz)) o a+if racine de (E.) si A <0

Avec 71,79 les racines de (E,) et x — A (z) et x — p (x) sont des fonctions deux fois dérivables
Exemple 9 (Exemple ). Résoudre 3" +y = 2 cos?(z)

Etape 1 : Les solutions de (Ey) sont de la forme :

yn () = Acos(x) + psin(z), A\, p € R.

Etape 2 : pour cherche la solution particuliére, on va appliquer la méthode de la variation

de la constante et donc la chercher sous la forme :

yo () = A (x) cos(x) + p (z) sin(z).

On dérive :

Yo (@) = X (x) cos(x) — A (x) sin(z) + p (z) sin(z) + u (x) cos(x)
= X cos(z) + p' sin(z) =\ (z) sin(x) cos(z)

On prend =0

1

Yo (x) = =X () sin(z) — X (z) cos(x) + ' cos(z) — p () sin(z).

On cherche X (), (x) tels que :

N (z) cos(x) + i’ (x) sin(x) =0

Alaheos(E] + 5)of(a] — X (a)sin(e) + 4 (5) o0se) + ALz eos(e)

— L 7) = 2cos?(z)

N (z) cos(z) + p (z) sin(z) =0
— N (z)sin(z) + i’ () cos(z) = 2 cos?(x)

(z) (z) + sin®*(z)) = —2 cos®(z) sin(z)

=1

(z) = —2cos?(z) sin(x)

=1
[ (z) (sin®(z) + cos?(z)) = 2cos®(x)
=
=i
5 Parenthese culturelle

Equation de Bernoulli : ' =a(z)y +b(z)y",n € Z/{0,1}
yo (z) = 0 est solution de (F)

On cherche les solutions qui ne s’annulent pas

12



B = e i T

Posons z (z) = y”i @) =y " (z)

On a donc 2/ (z) = (1 —n) 1 e 1 (yln_(;) y' ()
(E) <— 1in2’ () =a(z)z(z) +b(x)

z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qu’on sait résoudre

Exemple 10 (Exemple ). Résoudre (E) vy =y* — Y sur 10, +-00[
x

On suppose que y ne s’annule pas

y (z) 1
B = e W
1 -2
On pose z (x) = @ =y~ ()
onc 2' (z) = =2y 3y (z) = — y (z)
(B) = —3 (x)—l—éz(a:) = @) 2z(e) =2

Les solutions de

sont : z (z) = ke J —3de _ .o210(2) _ 2

On cherche une solution particuliére sous la forme :

On a alors : k' (z) 2? + 2xkAT) — /M

2
= K (z)=-— — . On peut prendre k (z) = ;

2
On a donc : z (x) = ka* + ¥x¢ = ka? + 2z

. 1
D’ou y2 (l‘) = m,k’ eR
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