TDA4: Paths.

Exercice 4.8. Soit v = (1,2,1) et soit p, la projection orthogonale sur v qui est définie par :

u — py(u) v (u € R3), ol w.v est le produit scalaire entre u et v.
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(1) Vérifier que p, est un endomorphisme de R® et que p, o p, = p,.
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Pour u = (x,y, z) € B3, calculer p,(u).

Déterminer Ker(p,) et Im(p, ), en précisant leur nature géométrique.

(2
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(4) A-t-on R? = Ker(p,) & Im(p,) ? Justifier la réponse.
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Exercice 4.9. Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel E, i.e. p € L(E, E). On suppose que
pop=p (un tel endomorphisme s’appelle un projecteur). Montrer que E = Ker(p) & Im(p).
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Exercice 4.10. On considere la base canonique B = (e, €2, €3) de R? et 'endomorphisme f de R3
défini par f(e1) = e1, f(e2) = —e1 et f(ez) = es.

(1) Déterminer I'image par f d’un élément u = xe; + yes + zez de R3.

(2) Déterminer le noyau et 'image de f et donner une base de chacun d’eux.

(3) Montrer que fo f = f.
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Exercice 4.11. Donner dans chaque cas la dimension du noyau de f, puis le rang de f. L’application
[ est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

(1) f:R* =R f(z,y,2) = (y, 2, ).
(2) f:R® =R fle,y.2)=(z+y,y+z,2—2).
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(3) f:R* = R® f(x,y,2) = 2z + ay — z,2x + 2y, — 22), oi1 a est un parametre réel.

Pour le (1) calculer f~1, et pour (3) calculer f; .
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Exercice 4.12. Soit R4[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur on égal
a 4. Montrer que I'application f de R4[X] dans lui méme, définie par f(P) = P — P’ est linéaire.
L’application f est-elle injective ? surjective ?
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