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Exercice 4.16. Soit g € L(E,G) et f € L(E,F). On suppose que G est un espace vectoriel de
dimension finie. Le but de I'exercice est de démontrer le résultat de "factorisation" suivant

(3h € L(F,G) tel que g = ho f) <= Ker(f) C Ker(g).

(1) On suppose d’abord qu’il existe h € L(F,G) tel que g = ho f. Vérifier que Ker(f) C Ker(g).
(2) Réciproquement, supposons qunsidérons Fy un sous-espace vectoriel
supplémentaire de Im(f) dans FrZutrement dit, ' = Im(f) @ Fp.

(i) Vérifier que, pour tous z,z, € E et tous y,y; € Fp, on a
f(z) +y = f(z1) +y1 = g(x) = g(z1).
(a) En déduire que si on pose, pour z € F,
h(z) = g(z) ouz=f(z)+y, z€E,ye€,

alors h est bien définie et est une application linéaire de F dans G.

(b) Vérifier alors que g = ho f.
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Exercice 4.17. Soit f : ' — F une application linéaire. On suppose que E est de dimension
finie. Soit G un sous-espace vectoriel de E tel que G C Ker(f) et notons H un supplémentaire de
G dans E, ie. E = G & H. On rappelle alors que la projection p de E sur H parallélement a G,
définie par p(g + h) = h, on (g, h) € G x Hy est linéaire.

(1) Montrer qu'il existe une application linéaire f: H — F telle que f = fop.

(2) On suppose dans cette question que [ est surjective et que G = Ker(f). Montrer alors que

I'application [ de la question précédente est un isomorphisme de H sur F.
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