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Exercice 1 : Multiplication.

Voici une implémentation naive de la multiplication d’entiers.

mult :: Int -> Int -> Int
mult Om = O
mult nm =m + mult (n-1) m

Q 1.1 Exécutez pas a pas mult 3 5.

Q 1.2 Donnez deux implémentations de mult en Python :
1. une implémentation récursive,

2. une implémentation itérative.

Q 1.3 Voici une spécification pour mult x y :
— pré-condition : x >= 0
— post-condition : mult x y = x *x y
Démontrez par induction sur x que mult x y vérifie bien cette spécification.
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Exercice 2 : Exponentiation rapide.

Voici une implémenation de I'exponentiation de deux entiers :

exp :: Int -> Int -> Int
exp a0 =1
exp a b =a * exp a (b-1)

Q 2.1 Calculez pas a pas exp 3 3.

Q 2.2 Donnez deux implémentations exp en Python :
1. une version récursive,

2. une version itérative.
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Q 2.3 Montrez que pour tout bl >= 0 et b2 >=0 que exp a (bl + b2) = exp a bl * exp a b2. Pour cela, vous

procéderez par induction sur bl.

On et mo\n‘keﬂ c(vc !
(b4 20 A 192 >0) =5 exp a (L"f LZ):QI(PO b1 ~\’€xpa b2

O, P&a&olk PoR dvcflon sue bA.

w1 L=
on o donc expa(®6b2)=€xeqL2 ok
= &ekealvz =exf0~0)+exra~LZ

Cos Z . On Suf fete que ¥b1. b4 '<M/ molb o (1’4 b?)
=ep o b« exp o Lz

On o exe O (Mfu)'- a*QXF a U:ﬂfLZ-‘O
= a% exp & C(H1) b2)



Oc, b1-1 <b1, donc on pet Adisers IH.

et b150 =5b1-15-1 =bt1%0 ok .
CU*{)(P o C( 54-1)-&52) = Qx EXP o (M"”) *'QXP o b2

Done. - exp o (Mb2) = a rap o (b1 r exp a b2
=€xpo\\>’1 * exp ab2
(faa olef de @(P) oR
(L.

Nous allons maintenant étudier I'algorithme d’exponentiation rapide dont voici une implémentation.

expR :: Int -> Int -> Int

expR a 0 =1
expR a b | b 'mod™ 2 == 0 =e * e
| otherwise =a*ex*xe

where
e = expR a (b “quot™ 2)

La fonction quot calcule la division euclidienne et b “quot™ 2 est le résultat de la division euclidienne de b par 2.
Notez bien que pour tout a et b, si b > 0, alors a =2x(a ‘quot‘ b) + a ‘mod‘ b.

Q 2.4 Calculez expR 3 3.
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Q 2.6 La fonction expR a b implémente I'algorithme d’exponentiation rapide. Voici ses pré et post-condition :
— Pré-condition: b >= 0
— Post-condition : expR a b = exp a b.
Démontrez par induction sur b que expR vérifie sa spécification.
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Exercice 3 : Plus grand diviseur premier

La fonction pgfp :: Int -> Int est censée renvoyer le plus grand facteur premier de n lorsque celui-ci est un
entier plus grand que 2.

pgfpAux :: Int -> Int -> Int

pgfpAux i n | i == n =1
| n "'mod” i == 0 = pgfpAux i (n “quot™ i)
| otherwise = pgfpAux (i+1) n

pgfp :: Int -> Int
pgfp n = pgfpAux 2 n

Q 3.1 Effectuer le calcul pas a pas de pgfpAux 2 2520. Pour quelle valeurs de ¢ effectue-t-on un appel récursift de
la forme pgfpAux i (n ‘quot‘ i) ? Trouver une propriété commune a ces valeurs.



Q 3.1 Effectuer le calcul pas a pas de pgfpAux 2 2520. Pour quelle valeurs de ¢ effectue-t-on un appel récursif de
la forme pgfpAux i (n ‘quot‘ i) ? Trouver une propriété commune a ces valeurs.
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Q 3.2 Quelle propriété lie n et les entiers k compris entre 2 et i — 1 lors des appels (récursifs) a pgfpAux i n?
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Q 3.3 A partir de la question précédente, donner la pré-condition de pgfpAux i n qui lui permette de renvoyer le
plus grand diviseur premier de n
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Q 3.4 Indiquer le variant de pgfpAux i n et justifier qu'il est bien positif.
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Q 3.5 Démontrer que pgfpAux vérifie sa spécification. C’est-a-dire que pour la pré-condition que vous avez donnée
précédemment, pgfpAux i n renvoie le plus grand diviseur premier de n. Pour cela vous utilisez une induction sur le
variant que vous avez donné précédemment.
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