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Exercice 1 : Ensemble de termes

Q 1.1 Proposer F et X a partir du sous-ensemble de termes donné.
L. {0(<1 ). o(y1. o>, y2)), 0(ys,0),...} CT(Fi1, X)) et o(,>) € T(F1).
2. {«a(2), B(a,a(3)),8(8(2,3),a(d),a(8(c.2)),3,...} C T(F2, X2) et {'3 (r('Z)} C ’T (F2).
3. {oof ) Q(O(fyw, 7),9), Qoc(f), f),00(z),...} T T(Fz, X3) et {oc(g), P(oc £} C T(F).
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Exercice 2 : Expressions arithmétiques

Q 2.1 Considérons les algébres suivantes avec F = {0[0], s[1], +[2], —[2], x[2], +[2]}, F" = {0[0], 1[0], 2[0], s[1], +[2],
—[2], x[2], +[2]} et X = X' = {z,y, z}.

La premiecre F-algebre M telle que : La deuxieme F-algebre M’ telle que :
Dp =N, o=
oM =0, M,
sM = suce (fonction qui nous donne l'entier suivant), oM’ _ o
+ M 4. sM' = suce (fonction qui nous donne I'entier suivant),
—M — min (fonction qui nous donne le minimum entre deux entiers), +:: = min (fonction qui nous donne le minimum entre deux entiers),
X"M =-.et ;:M' z - et
+M = max (fonction qui nous donne le maximum entre deux entiers). M _

max (fonction qui nous donne le maximum entre deux entiers).

Ci-dessus, dans l'interprétation des symboles de fonction, il est fait référence aux fonctions correspondantes sur les
nombres naturels. Traduisez les expressions suivantes selon les F-algebres proposées. Pour chaque expression, proposez
une traduction dans un terme clos (si possible) et une traduction avec des variables (et donc une affectation possible

/'1 celles-ci).
(2-2+3-y)

l min(2 - 3, max(4, 2) + 3)
} 6 - max(min(4,(2+1)),2)

1. (M +Cx(S(8(o)),9c_)l x (s(5(ston), La))
: \(K(Z/x)/ %(5(2),\))).

2. - (G, s (Ostan) , +(= (546} ¢6)), o).

ou (% = S(s(s... Go)))..)
Tooy

N (x(2,30),-(~(0),2) s(d) .
3. k() 2 (= G'G) +(5Ye) sta) o))
A’ v (s), < (« (2~ (2,9) 2)
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Exercice 3 : Substitutions

Q 3.1 Trouvez la substitution appliquée (si elle existe). Si F = {0[0],U[2],N[2]} et X = {xy, z2, 3, 24},
N N(zy, U(xe, U(D, U(z2,27)))) donne N(z3, U(U(xq, x2), U(D, U(U(z1, 22). 23)))) ;
U(U(N(z2,0), x4), z3) donne U(U(N(N(D, z2). D), U(z1,22)), U(z1,22));
d— U(U(zy,22), 24) donne U(U(zo, N(xz5,0))., x3).

A2, 2, - U(X\,"-z) /
Z. % N (W/ 7‘7.), Ky U (71,)5), 'R3 > U(X”/xz)
. Pos e SU bshhﬂtlw\ p@SS\tb(t (7‘3 4’X).

1. Si F = {0[0], f[1], g[2], h[2]} et X = {z,y, 2, w,j. i},
T h(f(g(0.2)). 2){=/o, */1)}

L f(h(x,y)){*/a(zv), v/(0.0)}

S— g(f(@), h(h(g(z,y),0),2)){=/rh(=. f(=))}

1 W (4G (7, 2)), F().
2, pas poswi LL: Cag &,

3. 9 “Q)/ l«“\(s (t(h(=4C)) /“3)/ ?), (b, ().

2. Si F = {0[0],100[0], p[1], s[1],+[2]} et X = {z,y, 2z, w,],i},
+(+(p(z), p(100)), +(p(y), s(2))){*/s(100), ¥ /0, [p(y), */ + (0.2) }

i’ — +(p(0), +(s(x), s(y))){=/100,5¥) /4 (0,100) }
p(+(s(2), 0)1*/1(p(+(w. 2)) }
L — p(+(s(2), +(y, p(+(w, ) {¥/oti), st}

A +(«( plstieg)) p (dog)] +(P(Q),;(«(o,z;))\
). pes we bome spshifubion- (s(y) /+(opw))
5. pay une bomme. Sobchhtion (44 5)

1. pCt (s, +(p) p(+C5G), )N,

Exercice 4 : Logique propositionnelle en F-algébre

Q 4.1 Proposez une traduction de la logique propositionnelle en une F-algebre. Définissez F, X et les éléments de
M. Ensuite, traduisez les expressions ci-dessous et montrez si les formules sont satisfiables en évaluant leur traduction
en,termes dans 'algébre que vous avez introduite et, bien siir, en proposant une affectation aux variables.

)' (avb)A((-=bVe)A(-aV (—evd))),

L (asb) Ve,

3 ((a=b)=c)A(dVe).

= UT Loy, L3, 143, vi23 al2) =sLad £=5[23)
X :{ Q/L/C,J,Q}



Vo =1 Ry fown
T <5 vead vﬂ——s ou (p:’[(l.«l

_L(A -> Pam —> et lOJK(u( 4=)m 51\§va,£m-

-\M—s (\eJa‘\m ~; —s ,mP(fcuhbv\

A. n(vab), n (v (‘I(H’ ()/ v(a(o)  v(=(c),d)))
A (&) = vea;  A(b)=fawx, X (c)=lan AQ) = vea:
) (v(wa.‘, faux), n( v( Vo ,GML V(fowx, v (VRMI/VM:)‘)
( veat n (it v(Farx, vea)) = v (vea)  n (i, vea)) = Vo .

1)

Ly (& ( Q L) / C) .
A= Mb)= Favx, M) =faus

v (o, Fad, Fown] = vlvral Lo}z ook,

/
3.0 (2 (=GN, o), v[,e))
A :>‘(C)'—‘Me):£‘“f Ao = M(d)= vear
p (=3 o(vta, bl fang) | (e, Fanel
A (> (four fan], veai) = aveai, veoi)<= veas.

Exercice 5 : Sémantique

Q 5.1 Considérons la F-algebre inspirée des multi-ensembles constitués de zéros et de uns, avec F = {emp|0], 0(0], 1[0],
opp[1], most[1],add|2]} et X = {21, 22,23, 24}. Nous avons M défini comme suit :
D y4 contient les multi-ensembles composés de zéros et de uns,

emp™ = 0,
— 1M = {1},
oM = {0},

— opp™ transforme un multi-ensemble contenant n fois 0 et m fois 1, en un multi-ensemble contenant n fois 1 et
m fois 0 (ex : {0,1,0} deviens {1,0,1}),
add™ additionne deux multi-ensembles (en additionnant le nombre d’occurrences des éléments),
— most™ retient les éléments ayant le plus grand nombre d’occurrences et supprime les auntres (ex : {0, 1,0}
deviens {0,0} et {0.1,0,1} deviens {0.1,0,1} ).
1. Proposer au moins deux éléments de 7 (F, X) et deux de T(F) en indiquant le multi-ensemble correspondante
(si possible).
2. Calculer la valeur des termes suivants :
/\ add(1,(add(x,x2)) avec [xy — {0}, 22 — {1}],
add(opp(z3),add(opp(0),z,)) avec [z, — {0}, 23 — {0}],
$ — add(z;.opp(most(add(zz,3)))) avec [x1 — {0,1,0}, 2 — {0,1}, 23 — {1,0}],
— opp(add(z,, most(add(0,add(x3,amp))))) avec [12 — {1,1},23 — {0,1,0,1}],
most(add(opp(x2),add(opp(xs),0pp(x4)))) avee [x2 — {1,1}, 253 — {0,1,0,1}].

A. ﬁ/ add (4, odd(4,0) »$440} € T (T
CAJA (Q?PQXJ/ ﬂ‘&&"'(az,)} / O\Old(%z/ew\p) € ) ((:F;X)



1. add U cdd (203,24})) = ddd (4, 1o.)) = {1,043
2, aﬂ(wpf(i‘)}) : old (o ‘{0) 0})

- ald (213 add (R4} io‘x))

'-aaM(H}, 2,05) = 2440}
3. odd ({040},09P(mos*(ﬂ44(§0{} 11,03))

= 0dd (16,1,0%, opp (ret(204,1,03))

- odd (191,03, 0pp(3014,65))

- aau(ia,lo} 30,061) 1046 106,13

b, copp(da’(?“l mos'}(aﬂu(ﬂ odd (20 04017 f'MP)»))
= opp (add 113, mert (el (1}, 101,0,3)))
= opp (edd (311} oyt (19,0,16,13)))
= opp(dd (11,13, 10,803))
= OPF( 1160,0}) = 3’(4000
C. Non ca(cu|ou( | quv( )\X.,)

Q 5.2 Interprétez les i-dessus dans les deux F-algébres proposées. Avec
[]'[]@[] ”[] 1], dup[1]} {z.y,z,w},
nous s définir Dag = (alb)* = a, = b, M , add™ qui concaténe les deux chaines de caractéres,
rem™™ qui éliuum la du'mérc lutrc et dupM ui conca iteéne une ('hainc a elle-méme. Nous pouvons ensuite définir une
deuxiéme algebre, Dy = N, a™M’ =2, pM' = 3, 0M' =0, dl +, rem™’ qui soustrait un a I'entier (mais renvoie
0 )i’ll s'agit de soustraire é 0), et (lupM' wltiplie le nombre par lui-méme. Interprétez les termes :
dup(add(xz,y)) avec [z — a,y — l] [ -2,y — 3]
dd(0, nd(l((/).n))
rem(dup(add(x,y))) av [ — ab,y — ba] et [ — 5,y — ")]
dd(x, add(x, add(y, 11( m(a 11( 2)))))) av [ — abb,y — aa,w — bb,z — ba| et [z = 8,y = 4, w —
6,2 =5

i ]
add(add(y, (y)),: up(add(dup(a), dup(b))))) avec [z —+ a,y — ab et [x — 2,y — 5]

¢

1.4 AUP(QL) (a >aLL
(M’ dop Godd (a b)) = 2(213) =12,

. - odd (¢, au(é,a))-— €.(¢.a) =0
(}1/ . 04 (02)=2.



S.MQQM (dug( QJD‘( al),bc)\ckmau’(augq) = Rem( abbn“}m’ - 6%%“7
u{/: Rem (o(up(aéu( S,S)))f ae»,( dup(/lb)) < I’Q\M(Qo)"/lfj.

i odd( b, cddll abh  adok (om, ade] ( bY, Rem(cidd(ba, bo)))))

= odd bl el (bl gdd(an, add (b, gem( baba)))

= cdd (bl addd(abl add( ca, ackd (L), bab)))]

- aded (ably, acld Chb cdd(aa,b bpab) |

= ool (al?\’, O\JA(QLL/ aalb)pa\o))

= aau (alab/ C«LLQQLLLub) -+ abLamec\\praL.

A" - add(F, odd(f, add(4, 24 (6, Reraloacld (5 S
= ald (J, add (), «d (&, ald (€ Rem(10)))
=odd( €, add (1, odd( Y, add (6,9))
= odd [, «dA(] 5dd (4, 15)))
= odd (1, aJA/Y,M)?
= odd (1,27)= 35.
G . of + add(cdd(ab,gemlabl), 2 em (dsp(add (dvpla), dugdub)))]
= add(cdd (ab, gemlab)), 2 e (dop(add (@ )
wdd (cd df (U‘:,Rem(ak)), 4 €m (olqo(c« ))))

odld (cd o (U‘:,ﬁem(al:))/ 4 em (aa))
add(cd d(ab, o) o) = el (aba,0) 7aban .

A’ wddledd (5 ,aem( ) 2 em (da,o(ald(o‘up(l),dudo(S )
add(cdd (5 ,aem(5)) 4 em (olqa(mld( )

“0(0"0{0'04( 5 / ‘7)/,(&/\ (O’J‘o(’f‘f)))
odd (9 Ren (2)= cld9,29):36.



Exercice 6 : Unificati
Q 6.1 Les termes suivants sont-ils unifiables 7 S Iculez I'unifica I t justifi I F
bonne habitude (surtout pour 'examen) d’ind 1 pe les regl s appli O X ={
et Fo = {a,b}. Imaginez que les différe ‘e bas des signatures différentes
toujours Fg.

1. {h(g(x), fla.y),z) = h(y, 2, f(u,x))}

2. {h(g(x), fa.y),z) = h(y,z, f(u, g(x)))}

3. {r(a, f(x)) = r(y, f(g(y,0)))}

4. {r(y, f(x)) = r(x, f(g(y,b)))}

5. {aly, f(x),9(y,2)) = a(z, f(y). 9(f(a).y))}

> { \jfzfx),asu, *j:"tk Pos pOS.NJa'( - C
2.k (CA(D:), F(a,\j),z)i \4(9,2, F(U/c‘)(%m}
(e 2 3[x)= 4, f(ot,ﬂ)z 2,2= flo, g(m))}
Z—{CSL‘ 1 &3:3(!2(), 2= H@j) , 2= f(u,fd(ae))}
Lg\m S \3:%&), 3 :\C(q,a(fx)) e @(u,j(m))}

3. 2 R(a, () = Q(«A, P(j(&), b))
(_df“ {a- %/§(2)=1['(3(¢3,B)))}
Ldi( }ar}, P %(3,)3))3
A 2%?",""3(3,13»}
5™ § gz, 22 4G, b

4R /Y () =z, Plaly, b))}
45 2 4 =, P&)=P(3P~3.£)¥3

Log&{%:x, x - %(*é,):))}

L_"?l‘ %9(7 , x=%C2\,L>§
5™ A q (xS ConpLT,



5. 290y, 1, 9y.20) = 4(=f, 9 (fa). g}

Gt y-w, (G)-R(Y), 4ly =)= 9¢f@),9) }
L ) yex, g, «r?@,sﬁa}
Loefim {4 u:f@)] K.,

%4, 4

(. 1 4@, +(2b))= x(x,s)s
L‘i'“k}_ a-%, «(z,b)=9}
L€

) { 2cn /Y= (""5))

EMERTC (x,b),f(j,la))’ x(yk),2) §
544 Ge,b) < (a), +(ab) 2 &
5" Lok W =) 2= <y B3
Ty { < L=L,2=*Q,L)}
4 Y e, 2= +(4,0)} ok
g. §+(,<(Z/a)’g,,) J (x(g' L), +(x(a2)x) = +(x(3, G, blb) 3
lé‘; t x(z,0)= x((}ﬂ(?t,w/ 2=, x(a;3)- "(‘j: 4(’%")', >=bJ
L> 1 x(2,q) x(’,+(x,lp))/ xzh, "C“/Z)’-' "(3/ *(*ru,'}
5oy, aze@l, xcb,ag 2= (b
5532y, 0 (bb), b, ary, 274 (b5)3 ok,

3} f (x,g,%Ca,a)F "(3(3{3);2,2) ,10(32/ j,a)zf(j,a(z,z),z)}
I-:L\ %7 =3(‘3.)), ‘34/3(“,&)‘2, <9, %=3C‘<,z), a=%))
L_‘) L x <90y, 4) 42, -9 (a), g - 93,2}
(—efh §X= %Cﬁ,d), ‘é:« )27 ta(a,a), (a-.-. %(q,q) y x:Q}

&5 EC&"}( «,;)} Confl} >:c



